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QUELQUES PROPRIETES DES FIBRES
AU SENS DE KAN

par Michel ZISMAN

INTRODUCTION

Dés que la notion d’homologie singuliére a été dégagée
avec assez de clarté par S. Eilenberg [4], la notion d’ensemble
simplicial s’est imposée peu a peu a tous les topologues. Un
ensemble simplicial X n’est rien d’autre en effet, qu’une
famille d’ensembles X, (n > 0) munie d’opérateurs de « faces »
et de « dégénérescences » satisfaisants aux mémes relations
formelles que les opérateurs de faces et de dégénérescences
définis classiquement sur I’ensemble S(X) des simplexes
singuliers d’un espace topologique X. On sait que la connais-
sance de S(X) permet de trouver non seulement 1’homologie
singuliére de X (par définition méme de 1’homologie!) mais
encore les groupes d’homotopie de X. Dés lors il était intéressant
d’étudier systématiquement la structure dont était doué
I’ensemble S(X), abstraction faite de son origine géométrique,
c’est-a-dire d’étudier les ensembles simpliciaux.

Deux faits importants venaient renforcer ce point de vue
d’ordre général :

1. 11 est possible de construire des ensembles simpliciaux
K(w, n) qui ont méme homologie que les espaces d’Eilenberg
Mac-Lane de type (%, n) (cf. [5] et [2]). K (=, n) est un groupe
simplicial auquel on peut appliquer des constructions d’origine
algébrique comme la W-construction ([2]).

2. S1 K est le foncteur représentation géométrique (cf. [14]) et
S le foncteur des simplexes singuliers, ces deux foncteurs sont
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adjoints au sens de Kan ([11]). L’étude de I’homologie dans la
catégorie des espaces topologiques et fonctions continues est
donc ramenée a I’étude de ’homologie dans la catégorie des
ensembles simpliciaux et applications simpliciales. C’est ce
qu’on fait en particulier pour définir les opérations cohomolo-
giques et étudier leurs propriétés (cf. [2] et [3]).

Signalons encore que I'introduction de méthodes purement
algébriques étant facilitée par le contexte simplicial, plusieurs
notions se trouvent simplifiées par ce point de vue, en particu-
lier celle de décomposition de Postnikov d’un fibré [15].

*
¥ ¥

Ainsi donc, le point de vus simplicial a-t-11 de nombreux
avantages en topologie algébrique. Malheureusement, en
contre partie, la technique interne de cette théorie est beaucoup
moins « souple » que la technique des espaces topologiques
(par exemple, si A[n] est le simplexe géométrique de dimension
n, et P un point de A[n], 'application identique A[n] — A[n]
et Papplication A[n] — P sont homotopes; mais si A[n] est le
n-modéle de la catégorie 9 des ensembles simpliciaux, cela
n’est vrai que si P est le O-iéme ou le n-ieme sommet de A[n]);
d’ou de nombreuses difficultés dans la démonstration des
théoréemes de base. En fait, plusieur de ces théorémes (théo-
reme d’extension des homotopies, existence d’une suite spec-
trale d’homologie des fibrés, obstruction a la construction
d’une section d’un fibré...) ont été utilisés sans démonstration
par de nombreux auteurs se fiant & juste titre a leur intuition
mathemathue Etant donné llmportance du developpement
que prenait la théorie, il devenait nécessaire de revenir a la
source, et de démontrer une fois pour toute tous ces théoremes :
tel a été le but de ce travail.

*
¥ ¥

Le chapitre 1 donne des définitions élémentaires de la théorie.
I1 contient une démonstration simple du théoréeme d’extension
des homotopies (théoréme (2-3)) et du fait que si X est un
complexe de Kan, la relation homotopie entre applications
Y — X est une relation d’équivalence (théoréme (2-5)). On
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n’a pas donné de démonstration du fait que Hom (Y, X) est
un complexe de Kan si X est un complexe de Kan, car ce résul-
tat n’est pas utilisé dans la suite, et caril en existe une excellente
démonstration dans [13].

Pour définir les groupes d’homotopie d’un complexe de
Kan, on a choisi la définition originelle de D. Kan [9] mieux
adaptée a la démonstration du « lemme d’addition » (3-6) que
la définition de J. C. Moore [15]. (On montre I’équivalence
de ces deux définitions). Le lemme d’addition signalé par
S. Eilenberg dans [4], n’a semble-t-il jamais été démontré
dans la littérature.

On termine (') ce chapitre en montrant que, comme dans le
cas topologique, on peut définir les groupes d’homotopie en
utilisant des applications définies sur des «sphéres». Cette défi-
nition est utile pour étudier le cocycle obstruction (chapitre 1v).

*
x x

Le chapitre 11 est un préliminaire aux chapitres 1r et 1v.
La théorie des catégories avec modeles due a S. Eilenberg et
S. Mac-Lane [6] a pour but, griace au théoréme des modéles
acycliques ((6-1)* et (6-1),) de montrer que certains foncteurs
a valeurs dans la catégorie des modules différentiels gradués,
ont méme homologie: ainsi montre-t-on que les foncteurs
chaines singuliéres et chaines singuliéres cubiques, chaines
singuliéres et chaines singuliéres normalisées, etc... ont méme
homologie. Cette théorie a été utilisée pour résoudre un pro-
bléme de suite spectrale pour la premiére fois par V. K. A. M.
Gugenheim et J. C. Moore [12]. Il leur a fallu pour cela enrichir
la structure des Catégories avec Modéles en introduisant des
« fonctions de dégénérescence » C’est cette derniéere théorie
qui est exposée ici. Cependant dans [12] il n’est question que
d’homologie; on a donc étendu tous les résultats de [12] au
cas de la cohomologie. Les démonstrations (souvent absentes
dans [12]) sont complétes; elles ont été données de préférence
en cohomologie, ce cas étant légérement plus compliqué que
celui de 'homologie déja traitée dans [12].

(') Aumoment de publier ce travail, je viens de m’apercevoir que ce point de vue

a déja été développé par Barcus [16] dans un séminaire de J. C. Moore. Cependant
Barcus ne donne pas explicitement de procédés pour additionner des classes d’homo-

logie entre applications (A[n + 1], 0) > (X, z,) (cf. (4-6)).
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Pour traiter divers problémes d’homologie relative, on a
introduit des sous-catégories J et j d’une catégorie donnée
@, et des catégories Ay et Ay qui permettent de ramener des
problémes relatifs dans @ a des problémes absolus dans @; ou
Ax.

Le chapitre se termine par la démonstration d’un théoréme
général d’Eilenberg-Zilber en homologie et cohomologie rela-
tive a ccefficients locaux quelconques dont un cas particulier
est utilisé dans le chapitre 1v, et par 'illustration des rapports
existant entre la théorie des coefficients locaux donnée plus
haut et la théorie habituelle.

*
¥ x

Le chapitre 111 est réservé a la démonstration de existence
de suites spectrales d’homologie et de cohomologie des fibrés
au sens de Kan. La méthode suivie est celles donnée dans [12]

par V. K. A. M. Gugenheim et J. C. Moore.

*
*

Dans le chapitre 1v, on montre que la théorie classique de
I'obstruction a la construction d’une section d’un fibré (de
Serre, dont la base est un C. W. complexe) est valable sans
restriction pour les fibrés au sens de Kan. Comme pour de
nombreuses raisons la belle théorie de Barcus [1] n’a pu é&tre
étendue au cas qui nous intéresse, il a fallu revenir a la défini-
tion initiale de N. Steenrod [18]. La définition du cocycle
obstruction ne présente aucune difficulté compte tenu du
chapitre 1. La définition de la cochaine différence s’est avérée
au contraire relativement plus difficile. Chez N. Steenrod elle
est aisée car le produit cartésien d’une n-cellule par le segment
[0, 1] est une (n+ 1)-cellule, alors que le produit cartésien
d’un n-simplexe par un 1-simplexe n’a pas de sens. Il a donc
fallu introduire le produit tensoriel des complexes normalisés
de la base B du fibré et de A[1], et utiliser ensuite le théoréme
d’Eilenberg-Zilber. Notons une derniére différence entre le
cas topologique et le cas simplicial : la définition du systéme
local d’homotopie de la fibre est plus compliquée dans ce dernier
cas, mais, contrairement au premier cas, si la base est connexe,
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les diverses fibres ont méme type d’homotopie. De méme, si X
est un complexe de Kan, les opérations de =,(X, z,) sur
m.(X, z,) sont induites par des applications X — X, contraire-
ment a ce qui se passe en général dans le cas topologique.

*
x ¥

Je suis heureux de pouvoir exprimer ici toute ma reconnais-
sance 4 M. A. Lichnérowicz sans lequel ce travail n’aurait pas
vu le jour, pour l'intérét qu’il lui a constamment porté, pour
les nombreux entretiens qu’il a bien voulu m’accorder.
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CHAPITRE PREMIER

GROUPES D’HOMOTOPIE

1. — Généralités sur les ensembles simpliciaux.

1. 1. Définitions. — a. Soit A la catégorie dont les objets
forment une suite A,, A,, ..., A, ..., ou A, désigne la suite
des entiers (0, ..., n) et les morphismes A, — A, sont les appli-
cations croissantes (au sens large). Tout morphisme s’obtient
par composition des morphismes identiques A, — A,, et des
morphismes du type suivant:

0;: A, =Dy, 0LiKn+1),
gt Mg, =4, 0<iK

ou ¢, désigne l’application strictement croissante qui ne prend
pas la valeur L, et o, I'application surjective qui prend deux
fois la valeur .

b. Soit & la catégorie des ensembles et applications ensem-
blistes, et ¥ la catégorie des foncteurs contravariants de A
dans 8. Soit X un objet de 4. On pose

X(A") == Xn, X(a‘) == di) X(Gi) = Si‘

les éléments de X, sont appelés n-simplezes de X; les d,
(vesp. s;) sont les opérateurs de faces (resp. de dégénérescences)
de X. Si « est un morphisme de A, X(a) sera appelé opérateur
simplicial de X; tout opérateur simplicial s’obtient par compo-
sition des d; et Sy De plus tout opérateur simplicial s’écrit
toujours de maniére unique :

Sy Sydy .. dy  avee L>>0, [ <o<]
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on dit alors qu’il a été écrit sous la forme canonique. Des rela-

tions évidentes entre ¢; et g; on tire les relations entre les d;
et s;:

dd, = d;_,d; pour i<j,
88 = 84,8 pour <],
8;_,d; pour <],
d;s; = {identité pour t=; etpour i=j+ 1
Sy, pour >+ 1.

Soient X et Y deux objets de ; un morphisme de ¥ est
une transformation naturelle de foncteurs X — Y, c’est-a-dire

une suite d’applications ensemblistes f,: X, — Y, assujetties
aux conditions

difn=fn-idi pour O<L<n’

1
Sifo = fags pour 0L i, 0.

\\/\\/

Les objets de J sont appelés ensembles simpliciauz, et les
morphismes de J applications simpliciables(). On désignera
par #(X, Y) 'ensemble des applications simpliciables X — Y.

c. Soit X un ensemble simplicial et z € X (i.e z est un élément
de 'un des ensembles X,); si 2 = s;z’, on dit que z est dégénéré,
sl z n’appartient pas a 'image des s; on dit qu’il est non dégé-
néré. Tout x e X s’écrit d’'une maniére unique s;, ... s,y avecy
non dégénéré, et 1, > --- > i, (k peut étre egal a zéro).

d. On dit qu'un ensemble simplicial Y est un sous-ensemble
simplicial de X, et on écrit Y c X si Y, c X, pour chaque n,
et si les d; et s; de Y sont induits par ceux de X. L’injection
Y — X est alors une application simpliciale. En particulier
soit X" le sous-ensemble simplicial de X engendré par X,;
X" est le n-squelette de X et 'on a la suite d’injections :

Xa>Xls... 5> X" X,

S1 A est un sous-ensemble de X, on désignera par S(A) le
sous-ensemble simplicial de X engendré par A.
e. Soit A[n] '’ensemble simplicial défini par

A[n], = Hom (4, A,)

() Afin de simplifier le langage, le terme « application » désignera toujours les
applications simpliciales. Toute autre application sera désignée par le mot « fonction »,
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ou Hom est rapporté aux morphismes de A, avec, si a e A[n,]
dia = a-d;, 8,a = aoay.

Soit ¢"e Hom (4,, A,) lidentité. On dit que &" est le
n-simplexe fondamental du n-modéle A[n].

On peut aussi interpréter A[n] de la fagon suivante: les
éléments de A[n] s’écrivent ¢8", ou ¢ est un opérateur simpli-
cial. Disons que ¢ est de poids g si k — I = g lorsque g est
écrit sous la forme canonique (1-1) b. Alors A[n], = {4¢"¢
de poids p—n} et

d‘(q,S") = (di?)gn: si(98") = (si9)8"™

On désignera souvent par A[n], (resp A[r]) le (n-1)-squelette
[resp (n-2)-squelette] de A[n].

f. Soit X un ensemble simplicial et se X,. On définit
£e¥(A[n), X) par #(38") = pz. & est la seule application
A[n] = X telle que #(¢") = z. Réciproquement si f est une
application A[n] — X, et si on pose f(¢") =z, on a f= 4.
Autrement dit X, = #(A[r], X). Soit z € X, et ¢ un opérateur
simplicial de poids p — n. On a

T = :Eo;;"’.

g. Les zéro-simplexes de X seront souvent appelés sommets
de X. Si z e X, est un sommet, on désignera toujours par le
méme symbole z le sous-ensemble simplicial de X engendré
par z. Ce sous-ensemble simplicial ne contient qu’un seul
n-simplexe pour chaque n, a savoir sjz, et dsiz = si—'z,
sshx = itz

On appelle 9* la catégorie des ensembles et applications
simpliciaux avec points bases, dont les objets sont les couples
(X, z) ou XeJ et z est un sommet de X, et les morphismes
les applications de § qui transforment point base en point
base.

On prendra pour point base de A[n] le sommet d, ... d,0"
(co-iéme sommet de n» qui sera souvent désigné par O ou O,).

Si (X, z) est un ensemble simplicial avec point de base et
Y ¢ X on définit I'ensemble simplicial avec point de base
quotient (X/Y, z), par (X/Y), = X,/Y,, Y, étant identifié
a =, les opérateurs faces et dégénérescences étant définis par
passage au quotient a partir de ceux de X.

23
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h. Soient X et Y deux ensembles simpliciaux. Le produit
cartésien X X Y de X et Y est ’ensemble simplicial défini par
(XX Y),=X,XY,

di(z, y) = (dz, dy); sz, y) = (s@, sy) (e X, yeY,).
Si f: X—> X" et g: Y —> Y sont des applications,
fXg: XxY=>X'XY
est 'application définie par

(f X 8@, y) = (ful), galy)) (zeX,, yeY,).

1. 2. Homotopies. — On pose pour simpliﬁei' I=A[1],
O = dtaty 1- = doa’.

1re définition de ’homotopie. — Deux applications f, g: X —>Y
sont homotopes s’il existe une application k:I X X Y
telle que f = koeg,, g=kog,, ol ¢, est 'application X - I X X
définie par e(z) = (e, z) (¢ = 0,1). On note f~ g.

2¢e définition de ’homotopie. — Deux applications f, g: X >Y
sont homotopes s’il existe, pour chaque n, n+ 1 fonctions k,
Xo=> Yo 1=0, ..., n) telles que

sk = ks pour 1<,
ks =sk,  pour  i<],
dicky =kd; pour 1<,
diy ki, = dig ik pour 1< n,
dk;+. = kyd, pour 1<,

doko = g, dn+ikn = f)

ces deux définitions sont équivalentes, en effet il suffit de
poser
F(samy oo . 8. .. 80'7) = dyy oz

pour définir k connaissant les k; et réciproquement
kx=k(s, ... 8 ... 8, sz)
pour définir les k; connaissant k.

RemarQue 1. — La relation ~ n’est pas en général une
relation d’équivalence.

ReMarQue 2. — La deuxiéme définition de I’homotopie
fait intervenir la « décomposition d’un prisme en simplexes
élémentaires ».
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(1. 3). Homotopies relatives. — Soient f et g deux appli-
cations (X,A)—>(Y,B) i.eAcX,BcY etf,g/A:A—B. On
dit qu’elles sont homotopes rel (A, B) (f~ g rel (A, B)) s’il
existe une application k: (I X X, I X A) — (Y, B) telle que
f= koo et g = ke,.

En utilisant les k; au lieu de k, cela revient & dire que les
k, sont des fonctions A, — B, ,.

On dit qu’elles sont homotopes rel A (f~ g rel A) s'il
existe une application k: (I X X, I X A) — (Y, B) telle que
f=koe,, g=koe, et si de plus k(a, a) = f(a) = g(a) pour tout
ael, ae A. En utilisant les k; au lieu de k, cela revient a dire
que kja = s,f(a) = s,g(a) pour a e A. On dit aussi que I’homo-
topie k est stationnaire sur A

1. 4. LEMME. — Soient a;= (8,8,—y...8;... 528", 50" e I X A[n]
(t=20,...,n) et f une fonction définie sur les a;, a valeurs
dans un ensemble simplicial X telle que d, f(a,+,) = di+.f(a)
pour 1t > 0. Alors f peut se prolonger de fagon unique ou
une homotopie notée encore f: 1 X A[n] - X.

Ce lemme dont la démonstration ne présente aucune diffi-
culté est souvent utile pour construire des homotopies entre
applications A[n] — X. Ainsi, pour démontrer la proposition :

ProrosiTioN. — Il existe une homotopie w,:
(I X A[n], I X 0) - (A[n], 0)
et une homotopie w,:
(IXA[n], I Xd,...d,—8") = (A[n], d, ... dr_ 8"
telle que .
(1) w,oe, = identité, w,0¢,:A[n] = 0,
w, o0&, = identité, wyoe, :A[n] > d, ... d,_0"
(i) ddow,_, = wo(id X d3") pour i>0
Jﬁ;ow;_,=w;o(id X 3:8/") pour i<n
(i) 580w,y = w,0(id X 53,
0wy, = who(id X 37)
il suffit de poser

wa(a) = w,(a,) = s,8",

wu(a) = 8=y ... Sy ... di_ & (i >0)
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et w:z(an) = m:z(an—i) = sng",
wy(a) =8, ... Sipidigy .o diey T <n—1)

et de vérifier les relations (1) (i1) (i), par un calcul purement
mécanique.

1. 5. Complexes de Kan, fibrés. — a. On dit qu'un ensemble
simplicial X satisfait 4 la condition d’extension de Kan, ou
que X est un complexe de Kan, si X posséde la propriété sui-
vante : quels que soient les entiers n et k, et les n + 1 n-sim-
plexes z;, (i =0, ..., k,...,n+ 1) de X tels que dz, = d;_ .z
pour i, j = k et ¢ <, il existe un (n 4 1) — simplexe z tel
que dix = z; pour i = k.

Si A* [n] désigne le sous-ensemble simplicial de A[n] engendré
par les (n — 1) — faces di¢" avec i = k, on peut énoncer la
condition précédente sous la forme : quels que soient les entiers
n et k et 'application f: A* [n] - X, il existe une application
g: A[n] — z qui prolonge f.

b. Un fibré est un triple (E, p, B) ol E et B sont des ensembles
simpliciaux et p: E — B une application, satisfaisant a la
condition suivante : quels que soient les entiers n et k; et les
n+ 1 n-simplexes z;, ¢ =0, 1..., k,...n+ 1) de E, tels
que (i) diz; = d;_,x; pour i, jFk et 1 <j (ii) p(x)=dy
pour i =~k et yeB,,,, il existe un (n 4 1)-simplexe z de
E tel que (i) dx = x; pour i # k (ii) p(z) = y.

Il revient au méme de dire que quels que soient les entiers
n et k et les applications f, g telles que le diagramme

AX[n] )
gl b
A[n] P ~-B

soit commutatif, il existe une application h:A[r] - E qui
prolonge f et qui vérifie poh = g. On dira que « h prolonge f
au-dessus de g ».

On passe de 'une & 'autre de ces définitions en utilisant
(A1) f.

c. Si (E, p, B) est un fibré et beB,, on pose p7!(b) = F,.

F, est la fibre au-dessus de b. C’est un complexe de Kan.
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Réciproquement si1 X est un complexe de Kan, et b un ensemble
simplicial réduit au seul sommet b et ses dégénérés, 'unique
application p: X — b fait de (X, p, b) un fibré.

d. Fibré induit par une application. — Soit (E, p, B) un
fibré et f: X B une application. On désigne par f*E le sous-
ensemble simplicial de X X E formé par les couples (z,e)
tels que f(e) = p(e) (ze X, ee E). Il existe deux applications
canoniques P: f*E — X, Q: f*E — E définies par P(X, ¢) = z,
“Q(z, e) = e pour (z, ) e f*E. (f*E, P, X) est aussi un fibré:
le fibré induit par f, et on a un diagramme commutatif

fE—2 . E

| b
X ——B
f
e. Plus généralement soient (E, p, B) et (E’, p’, B’) deux
fibrés; un morphisme de fibrés est un diagramme commu-
tatif

E—% .E
| lp
B'——B

ou toutes les fleches sont des applications de ¥. La catégorie
dont les objets sont les fibrés et les morphismes de fibrés sera

désignée par #. Dans cette catégorie, on appellera modéle
un fibré dont la base est un A[n].

2. — Propriétés élémentaires des fibrés.

On se propose d’énoncer un certain nombre de propositions
[théorémes (2. 3) et (2. 5)] plus ou moins connus ou démontrés
dans la littérature, d’un usage constant dans la suite. Les
lemmes 2. 4 ne seront utilisés que dans le chapitre 4.

2. 1. Prorosition. — Soient (E, p, B) un fibré, \* - *s[n]
le sous-ensemble simplicial de A[n] engendré par les faces d;o",
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(CFky .. k), avee 0 <k, < - <k, <netp<hn, et f
g deux applications, tels que le diagramme :

O f

fn le

Aln] —2—

soit commutatif. Il existe alors une application h:A[n] - E
qui prolonge f au-dessus de g.

La démonstration se fait par récurrence sur p. Si p =1 la
proposition se réduit a la définition des fibrés. Supposons la
propriété vraie pour p << m et soit p = m. On considére le
diagramme commutatif :

Ak m[n —1] G Ak *n[n] )
inj — linj ll_)

Aln—1] 2=, A[n] . .B

D’apreés ’hypotheése de récurrence, il existe A’ : A[n — 1] - E
qui prolonge foé;:g" au-dessus de gog,;g". Posons
hi(9dy, &) = B (#8"7)
pour tout opérateur simplicial ¢. Comme h, et f coincident
sur S(dy 8") n A*r~*n[n] on peut prolonger f a f,:
Ake-oknos[n] > E
au-dessus de g en posant f,|S(d, ¢") = h,. En appliquant

encore une fois ’hypothése de récurrence, on arrive au résultat
désiré.

2. 2. ProrositioN. — Soient (E, p, B) un fibré et f, g deux
applications, tels que le diagramme:

Ak kp[n] f E
linj l[_)

A*[n] I

soit commutatif (1 < r << p). Il existe alors une application h:
A*¥[n] — E qui prolonge f au-dessus de g.
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Démonstration par récurrence sur p, le cas p =1 étant
évident. S1 r = p on considére le diagramme

Ak k,_,[n_il;""n__,Ak ,[n]_f_,

fin — dm e

Aln—1] -2, Ak[n] —£ B

d’aprés 2. 1, il existe une application A': A[n — 1] - E qui
prolonge fod, 8" au-dessus de god, " On pose

hi(9dy,8") = h'(38"~")

pour tout opérateur simplicial ¢. h, permet de prolonger f
a fy: Ak-*-[n] > E au-dessus de g. Donc f, est prolon-
geable a h: A*[n] > E au-dessus de g d’aprés ’hypothése de
récurrence. Si r = p, alors p > 1 entraine que r=* 1. On
conclut dans ce cas en utilisant un diagramme dont la premiére
ligne est

Ak ko[ — 1] Ak - ks ] LE
ou ki=k s1 kk=k +1—1, ki =k,

sl non.

TutortME 2. 3. — La condition nécessaire et suffisante pour
que (E, p, B) soit un fibré est que, quels que soient les ensembles

simplictauzr X et Y avec Y c X, les applications f, g et e =0
ou 1, tels que le diagramme

(Ix Y)u(ex X)—I

E
) l
IxX — £ .8

soit commutatif, il existe une application h:1 X X - E qut
prolonge f au-dessus de g.

DémonsTrRATION. — a. Condition suffisante. — Soit un
diagramme commutatif
A[n]—L - E
(1) injl 12
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et considérons la suite d’applications (notations de 1. 4)
N
2)  A[n] 4% (1 x A’[n]) u (0 X A[n])-2> A%[n]
dont la composition est l'identité puisque
0,0 3,85(8") = w,d,(a,) = dyw,(a,) = dys,0" = &".

Le diagramme

(I x A%[n])u (0 X Afn]) 122 E
inj , e
I X Aln] AL/NS

est commutatif; donc par hypotheése, il existe h: I X A[n] > E
qui prolonge fow, au-dessus de gow, Comme W, 0 dyrg €St
I'identité, on en déduit que dyagoh prolonge f au-dessus de g.
Si A°[n] est remplacé par A"[n] dans le diagramme (1), on
utilise, au lieu de (2) la suite d’applications :

A"[n]E’L(I X A"[n]) u (1 X A[n)) -5 A"[n).

Enfin, si dans (1) figure Ai[n] avec it # 0, n on utilise
I'application w, (i) = I X A[n] — A[n], « intermédiaire » entre
w, et w, donnée par:

w, (i) (@) = s8" pour j<i, o, (1) (ag,) = s

w, (1) (&) =8_y ... 8y, ... dj_ 8" pour j>i+1,

1=01,...,n—1;

on a v, (0) = w,. De plus on remarque que I X A[n] —'i"—(i)—A‘[n]
et que l'application composée

A[n] 2% (1 x Afn]) u (0 X A[n]) = Ai[n]
est 'identité. c.q.f.d.

b. Condition nécessaire. — On considére le diagramme, ou
f et g sont donnés:

A'[n 4+ 1]—2 (I x A[n]) v (1 x A[n])———’———-»]i:
inj inj P
Aln + 1] —2 1 X Aln] — ¢ .B
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et ou A[n] représente le (n-1)-squelette de A[n]. Par hypothese,
il existe une application h,: A[n 4+ 1] - E qui prolonge
foa, au-dessus de goa, On pose h,(a,) = h, (¢"+'). On a
pho(a,) = g(a,) et, pour i 1,

diho(a,) = dihy(3"F") = hy(dd"+') = fo ay(dS"+') = dif(a,).
On a donc prolongé f a S(a,) au-dessus de g. Supposons que

Pon ait prolongé f a S(a,), . .., S(a,—,), et soit h,_, 'application
ainsi obtenue. Considérons alors le diagramme :

Ak+n+1] (I X A[n)) v S(dyay_,) —*=tm
injl ) injl 13
Aln +1] —2— I X A[n] —

il existe une application h,: A[n 4+ 1] > E qui prolonge
hi_, o a, au-dessus de goa,. On pose h,(a,) = h(3"t'). h, pro-
longe hi au-dessus de g. Le théoreme est donc démontré
par récurrence pour X = A[n], Y=A[n], e=1. Pour les
mémes X, Y, e = 0, la démonstration se fait par récurrence
descendante, en construisant d’abord un prolongement de f
a a,.

Passons maintenant au cas général:

Supposons que I’on ait déja déterminé h sur le (n-1)-sque-
lette de X et soit ze€ X",  non dégénéré, z ¢ Y; soit S(z)
I’ensemble simplicial engendré par x, S(z) = S"~'(z). On a alors
le diagramme commutatif :

(I x A[n]) u (e X A[n]) —— (I X $(z) u (e X S(z)) —— E
inj inj p
I X Aln] 2 I X S(z) _ 8 B

d’apres ce qui précéde, il existe une applicationh’: I X A[n] - E
qui prolonge ho Z au-dessus de goZ. On pose h(a, 1,a:) = h'(a, 58"
pour tout « € I, tout opérateur simplicial 2. h est ainsi prolongé
a S(x) au-dessus de g, quelque soit z e X", donc h est prolongé
a I x X", méme démonstration pour n =0 (A[n] et S(z)
sont alors vides) ce qui démarre la récurrence.

CororLAaIRE 1. — (Théoréme d’extension des homotopies).
— La condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble
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stmplicial E soit un complexe de Kan, est que, quels que soient les
ensembles simpliciauz X et Y avec Y ¢ X, Uapplicationf: X - E
et Uhomotopie k:1 X Y —E telle que koe,=f|Y (e=0
ou 1), il existe une homotoptie h: 1 X X—E qui prolonge k,
et telle que koe,= .

Il suffit en effet de prendre pour B I'ensemble simplicial
réduit au seul sommet b et d’appliquer le théoréme 2. 3.

CorovrraIre 2. — Soit (E, p, B) un fibré, E’, B’ des ensembles
simpliciauz p’, f, g, des applications telles que le diagramme

E—l .E
b
B’ B

soit commutatif. Soit k : 1 X B’ —B une homotopue telle que koe, = g
(e=0 ou 1). Il existe alors une homotopie h:1 X E'—E
telle que (1) poh =k (11) hoe, = f (i1) h est stationnaire sur
p'~'(A")cE’ si k est stationnaire sur A’'cB'.

11 suffit en effet d’appliquer le théoréme 2. 3 au diagramme

(Ix p'~*(A") u (e X E) ————E
inj l}_)

IxE ko (id x p') Bk

oulest’application définie par l(a, 2) =f(z), (z € p"~'(A"), 2z € ]),
lle, 7) = f(a) (< E).

2. 4. Soient de nouveau Y c¢ X deux ensembles simpliciaux,
(E, p, B) un fibré, et un diagramme commutatif

Yy— .E

injl 1{)

X——B
8

Lemme 1. — S
X=1Ix43[n], Y=(0xA[nr])u(lxA[r])u(IxA¥nr])

il existe une application h: X — E qui prolonge [ au-dessus
de g.
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Démonstration analogue & celle du théoréme 2.3 b: on
utilise des diagrammes dont les lignes supérieures sont:

Av*+n + 1] —=(1 >< Aln]) v (I % A"[n])——»E
i<k, A+t*+[n 4 1] 5 (1 x AMn]) v S(dia_,) 2=t
Il existe alors hi:A[n 4+ 1] - E au-dessus de geod; qu
prolonge h;_, o a; d’apres 2. 1; d’ou la définition de h;.

Pour ¢ = k& on utilise

A [n 4 1] 2 (1 X A{n)) v S(dya-),

on repart ensuite de : = n:

A"Hn + 115 (O-I—A[n])u(IxA" [n]) - E,
ikl A n 4 1] 5 (1 x A¥n]) u S(diy iars,) 2t

ce qui permet de définir les h; pour ¢ >k 4 1 de proche en
proche. Enfin h,,, est défin1 par

l

A[n 4+ 1] 224 (1 X A[n]) U S(des @4y diss@iss) — E

ou

[T x A¥[n] = fII X A¥[n], [|S(diy1ai) = hy|S(diy,a),
lls(dk+2ak+2) = hk+2|s(dk+2ak+2),

la démonstration précédente doit &tre légérement modifiée si
k=0o0un, n—1.

LemMe 2. — St

X = I 4+ A[n),
= (0 X A[n])u (1 X A[n]) u (I X Si-ie(a,))

ou o, est un g-simplexe non dégénéré de A[n], et S 's(a,)
Pensemble simplicial engendré par les (q—1)-faces diz, avec
Ly ol 00, <o <0, << g, Ul existe une applica-
tton h: X — E qui prolonge f au-dessus de g.

Démonstration par récurrence sur n. Si n =1, ’énoncé
est exactement celui du lemme 1; de toutes fagons, la démons-
tration est évidente dans ce cas.

Supposons le lemme vrai pour n—1.
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1€t cas. ¢ < n.s, est alors un simplexe de S(d,8") pour un

certain k. Soit o le g-simplexe de A[n — 1] tel que d,8"(s,) = o,.

g 1€q p q [ q

L’application S¥ - ir(qy) S St -ip(g,) est surjective et on a
un diagramme commutatif

(0XAIR—1])u(1XA[n—1]) u(IX S is(a))) 222 y L R

i | LA

X A[n—1] IxA[n] 8,

zdxd,,&"
L’hypothése de récurrence permet de définir

K:1XAln—1]—-E

qui prolonge fo(a;g" X id) au-dessus de go(u/lkTJ" X id); on
défimt f;:S(d;e") - E qui prolonge f au-dessus de g par
fi(a, sd\3") = h'(«, 36"~1) pour tout opérateur simplicial ¢
et tout ael

On est donc ramené au cas ou g=n, S %(g,) = Alv-[n].

2¢ Cas. — ¢ = n; 51 p = 1, le lemme 2 résulte du lemme 1.
Supposons que le lemme soit vrai pour p — 1, p > 1. Le dia-
gramme commutatif

id x d 5
(OXA[n——l])u(ixA[n—i])u(IxAil“"'iH[n——l]—diiL» YL E

linj ‘ llljl 1p
IxAln—1] ldxds—:lx.\[n]—»B

et ’hypothése de récurrence (pour n) permet de définir
R :1 X A[n— 1] — E qui prolonge f- (1d X d; d") au-dessus
de g (1d X d6 ) :

Donc on peut définir f,. I X 5(d;,¢") -~ E qui prolonge f
au-dessus de g par f,(«, $d, ") = A’ (az 23"~') pour tout ael,
tout opérateur mmphcxal o [ apres I’ hypotheﬁe de récurrence
sur p, on peut alors déﬁnir une application & cherchée.

Lemme 3. — St
 X=IxAn+1]
=0 X An+1)uv(d X A'[n 4+ 1) u (I X 0,4))
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il existe une application h: X — E qut prolonge f au-dessus
de g.

En effet, on considére le diagramme

(0xA[n])u(1TA[n]u(1xon)Mi T )
inj —_— inj 1{)
I x A[n] XA [ A[n+1]—E5 B

le lemme 2 permet de définir A': I X A[n] - E, donc

fooYo=(O0xAn+1)u (1 x Aln+ 1) u (I X S(duy)) > E

qui prolonge f au-dessus de g.
Soit

Y. =(0xAln+1]) v (1 xA'[n+1]) u (IX A 28 [n41] (1)

et supposons que l'on ait étendu fa f,4,: Y,;, > E au-dessus
de g (p > 1). On considére le diagramme

(0x A[n]) u (1 X A[n]) u (I X A% [p] 22X der® ij Joey g
Ix Afn] Xy I A[n+1]—4-B

I’hypothése de récurrence et le lemme 2 permettent alors de
définir

fi:Y,—E au-dessus de g, prolongeant f,.,.

‘e . . \ 9y [t
On arrive ainsi a f,: Y,> E. En considérant d,3"+!
et un diagramme analogue au précédent, on étend f, a

f':(0 x Aln +1)u(I X A'[n + 1]) > E, au-dessus de g. Le

théoréme 2. 3 permet alors de conclure.

REMARQUE. — Le lemme 3 est encore vrai si on remplace
A'[n + 1] par A¥[n + 1] et si 'on échange le réle de 0 et 1.
Cependant, étant donné son caractére barbare, et le fait qu’il
ne sera utilisé dans la suite que sous la forme énoncée ci-dessus
il a semblé peu intéressant d’en donner une démonstration
plus générale.
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2.5. ProrositioN. — Soient (E, p, B) un fibré, X et Y des

ensembles simpliciauz avec Y ¢ X, f, hy, h,, g des applications,
tels que le diagramme

(IXY)u(ex X)—L - E
i

hs
Ix X B

8

soit commutatif. Il existe alors une application h: 1 X X - E
qut prolonge f au-dessus de g stationnaire sur Y, et telle que

hih(l—e, )~h(l—e, ).

DimonsTRATION. — Posons Y, = (e X X)u (1 —e X X),
Y.,.=IXY, Y=Y, UYQ, X'"=1X X, et considérons le

diagramme

(IXY)u(ex X)——E
injl lf
Ix X —B

ou

G(a, z') = g(a, z) pour ael, 2= (B,2), Bel, zeX|
F(e,2') = f(e,z) pour 2'eX’, 2’ =

Sur I X Y, on définit F par

F(a, e, 2) = h,(a, 2) ael, zeX
F(a, 1 —e, ) = hy(a, x) ael, zeX

et sur I X Y, par
F(a, 8, y) = f(a, y) a,fel, ye¥

on vérifie que F définit une application simpliciale, et que le
diagramme (1) est commutatif. Le théoréme 2.3 donne une
application H: I X X' — E qui prolonge F au-dessus de G.
h=Hog_,: X' > E est alors 'application cherchée.

CororraIreE. — Sotent E un complexe de Kan, F, X, Y, des
ensembles simpliciaux tels que FcE, Yc X. La relation ~
(resp ~ rel Y) entre applications X — E (resp (X, Y) — (E, F))
est une relation d’équivalence. Si de plus F est un complexe de
Kan, la relation ~ rel (Y, F) est aussi une relation d’équivalence.



QUELQUES PROPRIETES DES FIBRES AU SENS DE KAN 367

On prend pour B un point, alors E — B est un fibré. La
proposition 2. 5 signifie alors ceci (ou les f; désignent des appli-
cations (X,Y)—> (E,F)); si h:fo~f, rel Y et hy: f, ~f,
rel Y alors f, ~ f, rel Y. Mais, en échangeant le réle de h,
et hy,, on a aussi, dans les mémes conditions, f, ~ f, rel Y.
Enfin en changeant e en 1-¢, on voit que I’hypothése f, ~ f,
rel Y et f, ~ f, rel Y entraine f, ~ f,rel Y et f,~f, rel Y.

Comme f~ f rel Y (il suffit de poser h(«, ) = f(z) pour
ael, zeX) on voit que fy~f,, rel Yetf, ~f,rel Y entrainent
fi~forel Y, et que f, ~f, rel Y et f, ~ f, rel Y entrainent
fo~firel Y et fy~f, relY, soit fy~f, rel Y. ~relY est
bien une relation d’équivalence.

En prenant Y = ¢, on voit que ~ est une relation d’équi-
valence.

Supposons que F soit un complexe de Kan, et soit un dia-
gramme commutatif

(e X X, e X Y)—Il . (E, F)
.. ™
m]l

Ix X IxY)

A

Ce diagramme permet de construire une application
(ITxY,)u(ex X, (IxXY,)u(exY’))—(E, F)(oul’onaposé
Y,=(eXX)u(1l—exX),Y,=(exXY)u(1—exY),X'=IxX,
Y'=1XY) par le procédé de la proposition 2. 5. F ¢(tant un
complexe de Kan, on peut, en utilisant 2.3 corrollaire 1,
prolonger la restriction de 'application précédente aux sous-
espaces, en une application I X Y’ — F. On obtient ainsi une
application: (I X (Y,uY'))u(e X X') > E qui se prolonge
d’aprés le méme corollaire en une application H: IXX'—E
c’est-a-dire, vu la construction méme de H, en une application

H: (Ix X, I X Y)—(E,F). Mais alors
Hoe,_,:hyoe,_,~hyoe,_,rel (Y, F).

On conclut alors comme précédemment.

REMARQUE. — 81 ZcYc X, GeFcE, et si on considére
des homotopies: k: I X X — E telles que k: I X Y > F et
k:1 X Z — G (homotopies rel (Y, Z, F, G)) et si G, F, E sont
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des complexes de Kan, la relation ~ rel (Y, Z, F, G) est encore
une relation d’équivalence. La démonstration est la méme que

dans le cas Z = G = g, a la différence prés qu’elle comporte
une étape de plus.

3. — Groupes d’homotopies (1™ définition).

Dans tout ce paragraphe, les ensembles simpliciaux seront,
sauf mention expresse du contraire, des complexes de Kan avec
point base, et les applications, des morphismes de ¥* (cf.

(1-1)-g).

3. 1. Prorosition. — Soit (E, p, B) un fibré; si B est un
complezxe de Kan, E Uest aussi. St E est un complexe de Kan,

et si p est surjective, B est un complexe de Kan.
C’est évident.

3. 2. a. Soit (X, z,) un complexe de Kan avec point base z,.
on pose E(X, z,),={zeX, |d, ...d,, . 2=} et on défi-
nit di: E(X, z), > E(X, 2)a_sy §i0 E(X, 20)n = E(X, 20)a.
p: E(X, z), > X, par:

diz=d, 2 8§1=-s,27, pz = dyz.

Muni de d; et s, E(X, z,) est un complexe de Kan, ou 'on
prend pour point de base le O-simplexe syz,. De plus (E X, Xo)
P> X) est un fibré dont la fibre au-dessus de z, est deSIgne par
Q(X, z,). Soit A un complexe de Kan contenu dans X tel
que 7, € A. On pose p‘1 (A) = Q(X, A, z,). C’est un complexe
de Kan, et (Q(X, A, x,), p, A) est un fibré. Si f est une appli-
cation (X, zy) = (Y, y,) (resp. (X, A, z,) = (Y, B, y,)) f induit
de fagon évidente des applications E(f): E(X, z,) = E(Y, y,),
Q(f) : Q(X, ) > Q(Y, yo) ((resp. Q(X, A, zo) = Q(Y, B, y,)).
On voit que Q et E sont des foncteurs §* — J*. Ces foncteurs
jouent le role d’espaces de lacets et d’espaces de chemins de
la théorie de la théorie des espaces topologiques.

b. Si (X, z,) et (Y, yo )ed*, (X XY, (z, Yo)) €9* et 'on
a QX XY, (2o, yo)) = Q(X, x) X O(Y Yo)-

c. Si (E, p, B) est un fibré, de fibre F = p=? (b,), b, € B,,
et si ¢ € Fy, (Q(E, ), Q(p), Q(B, by)) est un fibré dont la fibre

au-dessus de s, b, est Q(F, ¢,).
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3. 3. Le foncteur =,.

a. Dans (X,, x) on considere la relation x ~ y s’1l existe
un 1-simplexe 5 € X; tel que djs = z, dy5 = y. On voit immé-
diatement que st X est un complexe de Kan, ~ est une relation
d’équivalence. On désigne par =, (X, z,) 'ensemble des classes
d’équivalence. C’est un ensemble avec point base, le point
base étant la classe d’équivalence de z,. Si f: (X, zy) = (Y, yo)
est une application, on voit que f est compatible avec la rela-
tion ~, et définit par passage aux quotients une application
mo(f) : 7o(X, @) = 7(Y, y,) compatible avec les points bases.
Une telle application peut étre appelée un homomorphisme
d’cnsembles avec points bases. On voit enfin que w, est un
foncteur qui prend ses valeurs dans la catégorie des ensembles.

b. Les applications d’injection x — (2, y,), ¥y = (%o, y) et
les projections (z, y) — z, (z, y) = y, définissent, vu la fonc-
torialité de =, des homomorphismes.

"-'O(X’ ‘TO) _>7:0£X X Y9 (370- y?)\), T:O(Y’ yo) - ﬁo(x X Y’ (xo’ yo))
(X X Y, (@, Yo)) = To(X, 25) X ®(Y, yo)

qui montrent que le dernier homomorphisme est une bijection
d’ensembles avec points bases.

c. Soit A—’»BLC, une suite d’ensembles avec points bases
et d’homomorphismes. On dit que cette suite est exacte si
Im(f) = Ker(g), ot 'on définit Ker(g) comme étant le sous-
ensemble de B dont I'image par g est le point base de C.
Avec les notations de 3.2 ¢ on voit alors que la suite
= (F, €) = 7o (E, €) Tolp) wo(B) est exacte, ou la premiére fleche
désigne ’homomorphisme induit par I'injection de la fibre F
dans E.

d. Solent z et y deux éléments de Q4(X, z,). = et y sont donc
des 1-simplexes de X tels que, dyx = d,z = dyy = dyy = x,.
X étant un complexe de Kan, il existe un 2-simplexe s e K,
tel que dy5 = wdys =y. On pose d;7 = x + y. d;5 est un élé-
ment de (X, z,) qui dépend bien entendu du choix de s.

Convention. — Si z € X,, on désignera par z sa classe d’équi-
valence dans w(X, z).

On pose alors & + y = @ + y, on vérifie cf. ([9], que cette
opération est indépendante du choix de 7, et du choix de = et
2%
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y dans z et y, et que muni de cette opération, wy(Q(X, o), sozo)
est un groupe (non commutatif en général) dont 1’élément
neutre est le point base, et que

ToQ(f) : mo( QX Zo), 50%0) = To(Q(Y, Yo), So¥o)
est un homomorphisme de groupes.
3. 4. Groupes d’homotopte. — On pose

QN-H(X’ xo) = Q(Q"(X9 x0>’ ngo) ( >0)7
O(X, 2) = X3 Q(X, A, 2p) = Q(Q%z, A, X)) (n=>1).

a. Définition. On pose
(X, ) = T:O(Q"(XO’ ), So"xo);

(n > 0) = ni*m¢ groupe d’homotopie absolue
(X, A, m) = 7(Q(X, A, 2,), 8,"%,),
(n >1) = n*™ groupe d’homotopie relatif

=(f) = =Q(f) pour f: (X, z,) = (Y, y,) ou (X, A, z) = (Y, B, y,).
On voit alors que =,(X, z,) = =, (Q(X, z,), s’z) pour

p+qg=n et que =(X, A, z,) ==%,(0X, A, x,) s’x) pour

d+qg=n; ¢>0.

De plus =,(X, z,, ,) = ®(X, x,).

b. TutoreME. — =,(X,,) est un groupe pour n>1,
(X, T, x,) est un groupe pour n > 2. Les homomorphismes
=,(f) sont des homomorphismes de groupes pour n>1 dans
le cas absolu, pour n > 2 dans le cas relatif.

=, est un foncteur du couple (X, z,) dans le cas absolu, du
triples (X, A, z,) dans le cas relatif.

De plus =,(X X Y, (2, Yo) = 7a( X, ) X (Y, o).

Ce théoréme est une conséquence immédiate des définitions

et de 3. 3-d, 3. 3-b.

c. Suite exacte d’homotopte. — Soit A un complexe de Kan
contenue dans X et z,e A c X,
Soit i l'injection (A, z,) — (X, z,) et j 'injection

(X, Ty, Ty) —> (X’ A, z,).

On a vu dans 3. 2-a que (Q(X, A, %), p, A) est un fibré. La

fibre de ce fibré (au-dessus de z,) est Q(X, a,) et I'injection
de la fibre dans 'espace total est ((j). Appliquons le foncteur
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(0" a ce fibré : d’aprés 3. 2-c on a encore un fibré. Appliquons
alors ce foncteur «,: d’aprés (3-2)c on a une suite exacte :

R Q0 (X, ), 55 2) 2wy (@00 1(X, A, ), 557 ')
1'09
=(e). —=7,(QY(A, ), 2,)

c’est-a-dire, vu la définition des ®,: pour n >0

Tn 1 (f) d
T=n+|(><7 xo) —'_1'_)ﬁn*t(xy A7 xo) _"‘:n(A, xo)

ou I'on a posé wQ"(p) = d (homomorphisme « bord »).
Soit (1) la suite de groupes (ou d’ensembles avec points
bases) et d’homomorphismes :

T (X, A, 2) = (A, ) 2 (X, 20) 2 (X, A 2,) >
- 7(X, A, 2,) > To(A, o) —i’»ﬂo(x, x,,).

TuéortEME. — La suite () est exacte, et est un foncteur
covartant du couple (X, A).

Le caractére fonctoriel est évident. Le fait que la suite est
exacte résulte d’un calcul explicite sans grandes difficultés.
La définition méme de d fournit d’ailleurs directement une
partie de la démonstration.

d. Suite exacte d’homotopie des fibrés. — Soit (E, p, B) un

fibré, F la fibre au-dessus de b,, et ¢, € F,. Soit p’ 'application
(E, F) - (B, b,) définie par p.

Proposition. — =,(p"): 7, (E, F, &) — =, (B, b)) est un
isomorphisme pour n > 1.

Pour la démonstration voir [16].

Soit d' I’homomorphisme « bord » du couple (E, F). On
définit 2: =, (B, b)) = =,(F, e,) par d =20"o7,(p’)~! on consi-
dere alors la suite des groupes (ou d’ensembles avec points
bases) et d’homomorphismes

(A) t - 7oy (B, by) == 7u(F, €0) 22 7 (E, &) 2L = (B, by) —
o5 (B, by) = mo(F, e,) 2L (E, e,,)—"(—”lm(B by).
ou t désigne l'injection F — E.
Le théoréeme 3. 4-c appliqué au couple (E, F) et ce qu

précede démontre le :
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TuEorEME. — La suite () est exacle et est un foncteur cova-

riant du fibré (E, p, B).

3. 5. On voit immédiatement sur les définitions que Q25(X, z,)
est I'ensemble des éléments z e X, tels que dix = si~'z, pour
i=0,...,n,etque Q{(X, z,) est 'ensemble des éléments z € X,
tels que dx =diz = --- = d,_ & = siz,, d,dp4 . & = ;" 'x,. La
relation z~ y dans Q}(X, z,) s’exprime alors comme suit dans X :
Solent x et y e X, tels que dix =dy = s;~'z, pour 0 <1< n.
On dit que z~y s’ll existe un élément se X, , tel que
dps =2, dog =y, do= s, pour 0 <1< n—1.

(X, @) est alors défimi comme ensemble quotient de
Pensemble des ze X, tels que diz = s;~'z, pour 0 i< n
par la relation d’équivalence ~-.

La somme dans =,(X, ;) est définie par passage au quotient
par ~- a partir de (2, y) >z 4y, ol x4+ y=d,z7, ct ou
se X,;, est tel que d,y7 =1z, d,_ 5 =1y, ds = siz, pour
0< i< n—1.

Pour définir =,(X, ), 1l suflit donc de considérer les élé-

ments de X dont le (n—1)-squelette est réduit a s ~'x,.

DEriniTiON. — Soit (X, o, 1) le sous-ensemble simplicial de
X formé des éléments dont le (n— 1)-squelette est réduit a s} ~'z,.
6(X, a9, n) est le n-™ ensemble d’Eilenberg de (X, a,).

Si X est un complexe de Kan, il en est de méme de 6(X, x,, n),
et ce qui précéde montre que :

Prorosition. — 7,(X, 2y) = 7, (6(X, Z, n), ).
Pour étudier =,, on peut donc supposer que X = §(X, xy, n)
cette convention sera toujours appliquée dans la suite.

3.6. Le lemme d addition.

Lemme 1. — Soient X (= 8(X, x,, n)) un complexe de Kan,
veX, et yeX, (0<i<<n+1) tels que dx~y,. Il existe
alors un élément ye X, 4, tel que dyy = y; pour tout .

- DimonstraTiON. — Il suffit de démontrer le lemme dans
le cas ou dx =y, sauf pour un entier k, 0 k< n+ 1.
Par hypothése, il existe Y,e X,,, tel que d,., Y,=d,z,
d.Y, =y, d; Y, = sixy pour 1 < n.
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S1 ksn+1 on pose z;=d;s,; @ pour t=0,1, .. Y S
n-+4 1 n+2etz =Y, Commedsz=d_, 3 pouri<<j,i,] £k,
il existe un ze X, 4, tel que dz=13z pour istn+1. y=d,; s
a la propriété demandée.

Sik=n-+1 on pose z, =ds,x pour 1=0, ...,n—1,
n+1 et z,.,= Y, Il existe encore une fois un ze X, ,,
tel que diz = z; pour t %= n. y=d,z 4 la propriété demandée.

Lemme 2. — Soit v € X, (= 8,4,(X, 29, n)) un élément tel
que d . x = d,x pour un entierp < n—1 (n > 2) et dx = s}z,
pour i=n+1n, p+ 1, p, alors d,,, z ~ d,z.

DeEmonsTrATION. — On pose z,4, =4d, .8, ¥, =7,
1,,+,—x,,—ds,,_,xdx—smopourzin+2 n—+1, p+1
pet,sip<<n—2,x,_, = ds, @ On vérifie que dix; = d;_

pour ¢ <<j et i, ]9& n + 1. 11 existe donec ye X, , tel quo
dy=a, pour t1==n+ 1. Soit z=d,,y. d.+,z=d,+,,
dz = d x, diz = s;~ 'z, pour i < n. Donc d,y 2~ d,a.

Lexye 3. — Sotent z € X, 4 (= 8,4 (X, 2y, n)) et p un entier
< n—1, (n>2). Il existe un (n+ 1)-simplexe ~ € X, 4, tel que
d= =dx pour v5£p, p+1, ds = sz, dpp 7 e dpp x— dyr (00,
suivant la convention 3. 3-d z désigne la classe d’équivalence
de 2 e X, dans =,(X, ,)).

DimonsTRATION. — Soit 7,€ X, 4, tel que d,y,5, = d,,
d,5, = 8y, dis, =z, pour t<n—1. Par définitiond,_,5, ¢ —d,z.
Soit 5,e X,4, tel que d,y,0 =dyyx, d,_5, =d,_5,

diz, = six, pour 1 < n — 1. Par défimtion d,5, e d, ., c—dx.
On pose alors:

yn+2 =, 3/p+| = 9y, yp = Ty yi == Sndi:'r

pour t=£p,p+L,n,n+1,n+2.

Entre ces y;, j5%n, n+1 on a les relations diy;=d;_,y; pour
1<J, 1, ]~ n,n+ 1. On cherche un y, tel que et Yo = dY iy
dy, = d,,_,y, pour ¢ << n. Un tel y, existe d’apreés la condition de
Kan, puisque les simplexes du second membre ont leurs faces
toutes égales (puisque X =§(X, z,, n)). Comme d,_,y, = siz,
pour i=p, p+1, n, n+1, n+2 et que dy,=d,+ vy,
P"isqlle dpyn = dn—iyn = d,_ %, dp+1yn = dn—lyp+1 =d,_,3,
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et que d,_,5, = d,_,7,, on peut appliquer le lemme 2 a y,:
Aot 1Yo ~ Aoy, Cest-a-dire: d,x ~ d,y,; d’aprés le lemme 1,
on peut alors choisir y, de facon que d,y, = d,z. Finalement,
les n+ 2 simplexes y, i n+ 1 vérifient les relations
dy,=d;_y, pour L < j,1,j,#n+ 1 et d,1,y, = dy, = d,a.
Il existe donc ze X, ;, tel que dz =y; pour i~ n + 1. On
pose = =d,4,2. = a la propriété demandée.

TutoreME 1. — Pour n > 2, =, (X, z,) et =,+,X, A, z,)
sont des groupes commutaltifs.

DémonsTtraTION. — [l suffit de vérifier que =,(X, a,) est
commutatif.

Soient z et ye X, (= 6,(X, xy, 2)). Il existe un simplexe
c e X, dont les faces sont djg =2, d5s ==z, dis =y, et un
simplexe 5’ € X; dont les faces sont d;5" = 2, d,s" =y, dys' = x.

D’aprés le lemme 3, il existe un simplexe = e X; tel que
d==dy, dr=ds =2, d=ex—y, d~ = siz,. Par défi-
nition de l’addition, on a donc d,5 + * — y = z, soit

En appliquant le lemme 3 4 5°, on voit que d,s’' =2 + y — .
On en déduit Pégalité d,s = d,5', c’est-a-dire d,5 ~ d,3'.
D’apres le lemme 1, on peut choisir 5° de fagon que d,5" = d,s.

Soit alors ze X; un simplexe tel que dyz =z, dyz =y,
dyz = sjz, (on a: dyzex 4+ y) et ' e X; tel que dyz’ =y,
dz =z, di =slz, (on a dy’ =y + x). On pose uy, = z,
Uy =12, wy =9, uy =75 on a du; =d;_ . pour 1<j, i
J, 5= 3. 1l existe donc 1 € X, tel que dju. = u; pour ¢ 5~ 3. On
pose A = dgin. dyh = dodszih = dpdys. = dyuy = dpz; de méme
dih = dyz', dyh = dyh = z; en appliquant le lemme 3 &4 A on

voit que = + dyz — dys’ = =z, c’est-a-dire ds = d,3 soit
rt+y=y+=x C.Q.F.D.
TutorimMe 2 (Lemme d’addition). — Soit ze X,;, un

(n + 1)-simplexe dont les (n — 1)-faces sont égales d s)~'x,.

Alors

Y (—1)ideg=0 si n>1

1=0

et (ig_x—*‘d-—o;_gl;:() st n=1.
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Démonstration. — 51 n = 1, le théoréme ne fait qu’exprimer
la défimtion de P'addition dans =, (X, a,). bupposons donc
n > 1. On applique a x le lemme 3 avec p = 0, puxe au résultat
le lemme 3 avec p = 1, et ainsi de suite jusqu’a p = n — 2.
Le théoréme s'en déduit par définition méme de l'addition
dans =,(X, z,) en utilisant le théoréme 1.

Prorosition 1 (Réciproque du théoréeme 2). — Soient x;,
(t=20, ..., n+1) des n-simplexe de X dont les (n—1)-faces
sont égales a s{~'z, tels que
S (—1)'z;=0 (resp. @ + T —2;=0) si n>1(resp.n=1).

Il existe alors un (n + 1)-simplexe x tel que dix = x; quel
que sott 1.

Démonstration. — 1l existe un (n 4 1)-simplexe z’ tel que
dia’ = a; pour 1 >0 (puisque dir; = d;—, &, = s}~ ', quels que
soient t et J) en appliquant le théoréme 2 a z’ on voit que
do?’ = a, donc dyz’ ~ z. On applique alors le lemme 1.

TutoriME 3. — Sotent fet g deux applications (X, z,) = (X, yo).
St f~ g rel. ay, alors =,(f) = =.(g).

Démonstration. — Soit x e X, (= &,(X, x,, n)). Désignons
par k; les fonctions qui définissent ’homotopie f~ g rel. z,
(ef. 1. 2) les relations de commutation entre les d; et
les k; montrent que si on pose formellement d = X(— )id,,
: = X(— )'k;, on a formellement dk + kd = g —f.

On remarque que kd;x = sjy, puisque k; est une homotopie
rel. x, et que dv = s;”'a, (tout i, tout j). Pour la méme
raison ddk.ax = s}~ 'y,) (tout-i, tout j, tout r); dkax est
donc un générateur de =,(Y, y,). D’aprés le théoreme 2,

j=n-1

}: (— Didkx = 0 d’autre part kdax = sy, signifie que
A d a=0. L’identité dk+ kd = g—f donne alors g(x) —f(z)=0.
C.Q.F.D.

3. 7. Les générateurs de =,(X, z,) sont d’apres 3. 5 les z € X,
tels que da = s}~'2, pour 1 =0, ..., n+ 1. Dapres 1. 1
f il revient au méme de dire que les applications

(A[n), A[r]) — (X, a)
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engendrent =,(X, 2,). De méme, on peut dire que les générateurs
de =, (X, A, z,) sont les applications (A[n], A[n], N [n]—(X,A,2,).
On a vu (2.5 corollaire) que la relation homotopie rel. A[n],
ou rel. (A[r], A, A°[n], z,) est une relation d’équivalence.

Cette relation coincide en fait avec la relation introduite dans 3.3
en effet:

TutoriME. — Soit k: f~ g rel. A[n] wune homotopie entre
applications (A[n], A[n]) = (X, a,). Alors f(2") ~ g(2"). Réci-
proquement si x et ye X, sont tels que v~ y, alors ¥~y

rel. A[n].

Démonstration. — Soient k; les fonctions qui définissent
I’homotopie k. Un raisonnement analogue a celui qui a été
fait dans la démonstration du théoréme 3 3.6 montre que

N ’ ’ >
kdg" = 0, et que dk.c" est un générateur de =,(N, x,). Le
n+1

lemme d’addition montre que ¥ (— 1)'dks" = 0 ct I'identité

dk + kd = g — f entraine alors g(3") — f(s") =0 c’est-a-dire
g(e") ~f(a").

y ® ) 2 : E
S T~ est-a-dire
Réciproquement supposons que =2 Yy c t-a-d qu’l

existe seX,,, tel que d,.,5s =1z ds=y ds=s"%
pour ¢ < n. On pose k(a;) = sy pour ¢ < n et k(a,) = 7.
On définit ainsi une homotopie k: I X A[n] — (X, x,) d’apres
1. 4. On vérifie sans difficulté que k: & ~ g rel. A[n].

REMARQUE 1. — On définit souvent les groupes d’homotopie
en utilisant la relation rel A[n], au lieu de celle qui a été
introduite ici. Ce procédé a 'avantage de faire du théoréme 3
3. 6 une évidence. Il a aussi I'inconvénient de supprimer la
définition recurrente des groupes d’homotopie 7,(X) ==,_,(2X)
obligeant ainsi de faire les démonstrations pour tous les n,
et de ne pas montrer que les groupes d’homotopie relatifs
sont les groupes d’homotopie absolus du complexe Q(X, A, 7).

ReMARQUE 2. — On voit facilement que si fet g:
(X, 20) > (Y, %)

sont ~ rel z, alors =,(f) = w,(g). Il est au contraire difficile
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de montrer que Q(f) et Q(g) sont homotopes rel syay. Comme
cette démonstration ne permet pas d’avoir facilement le lemme
d’addition, on a préféré ne pas la donner et obtenir le théo-
réeme 3 3. 6 comme corollaire immédiat de ce lemme fort utile
dans la suite.

4. — QGroupes d’homotopie (2" définition).

L’équivalent topologique de la 1re définition des groupes
d’homotopie est bien entendu le suivant:-si (E,, S,_,) désigne
le couple formé par une n-boule et son bord, =,(X, z,) est
Pensemble quotient de P'ensemble des applications continues
(E,, S.—y) = (X, 7,) par la relation d’équivalence définie par
Ihomotopie rel S,_,. On sait que I'on peut aussi défimr
7, (X, a9) comme le quotient de I’ensemble des applications
continues (S,, y,) > (X, x,) par la relation d’équivalence définie
par ’homotopie rel y, (y, point base de la n-spheére S,).

Un équivalent simplicial de cette propriété peut étre défini:
c’est le but de ce paragraphe. X désignera un complexe de
Kan, et z, un point base.

4. 1. Dérinttion. — Soit %,(X, z,) Uensemble des classes
d’équivalences d’applications (A[n + 1], 0) = (X, z,) pour la
relation -~ rel (). (C’est une relation d’équivalence d’aprés 2.5
corollaire).

4. 2. LEmme. — Toute application f:(A[n—}— 11.0) > (X, )
est homotope rel 0 & une application

K :(An4+1], X[+ 1) > (X, ).

Démonstration. — L’application w4, : I X A[n+1]—=>A[n+1]
induit une application encore notée

Wyt I X N[ 4 1] > N[n + 1]
considérons alors l'application composée
Ix An+1]220 e + 1] L~ X

d’aprés le théoréme d’extension des homotopies (2. 3 coroll-
laire 1) il existe une homotopie K: I X A[n+1]— X qui pro-
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longe fow,;,, et telle que Kog =f. On pose A(f)=Kog,:
Aln+1]—-X. On a:

K(z, 0)=few,;, (2, 0)=f(0)=ua, pour 2e I car 0 e \"[n+41]
de plus:

M) (B) =K(0, B) =7 ewns (0, ) = f(0) = 2 pour f e \’[n+1]
done K: A(f) ~ frel 0 et

Mf): (A[n + 1], A[n + 1]) > (X, ).

C.Q.F.D.

4.3. LEmue. — Sotent fetf deux applications. (! [ + 1],
A[n 4+ 1)) > (X, zo); S'il existe une homotopie k: f~ f' rel 0,
il existe une homotopie f~ f' rel \°[n + 1].

Démonstration. — Soit k': 1 X A[n + 1] = X T’homotopie
définie par k' (2, B) = f(B) pour ael, Bedln+ 11 k ct K

coincident sur Y— (Ix N[n+1]) v (0 X Aln +1]) et
induisent donc une application f: Y —> X (f=k Y =K|Y).
On a donc un diagramme commutatif

Y A

| &
Ix Aln+1]

La proposition (2-5) (avec B réduit a un point) montre qu’il
existe une homotopie h:k'og; ~kog,, stationnaire sur \"[n —|— 1]:
comme k'og; =f, kog, =f, et que h(x, B)=f(B) = =2
pour B e \'[n + 1], le lemme est demontre

4. 4. Soit f une application (A[n + 1], 0) > (X, %) et A(f)
une application homotope a f rel 0 satisfaisant a la condition

du lemme 4.2. L’application A(f) - d, \"+’ :A[n] = X est en
fait une application (A[n], A[n]) — (\ Ty) car

M) (o d) = M(f) (didod™*) = K(f) dudiy, 3+1) = .

Si A’ (f) est une autre application satisfaisant a la condition
du lemme 4.2, X'(f) et A(f) sont homotopes rel 0 puisque
~~rel 0 est une relation d’équivalence (cf. 2.5 corollaire).
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D’aprées 4.3, on a A'(f) ~ A(f) rel \° [n+ 1] et finalement

~—— —~—~—— .
N(f) o dys"+" ~ A(f) o dys"*" rel A[n + 1].

Autrement dit, compte tenu du théoréme 3. 7, on a défini
une correspondance qui a f fait correspondre un élément de
7 (X, @) & savorr

= AN (dd+)

cette correspondance ne dépendant pas du choix particulier
de 'application f.

Soient f et f': (A[n 4+ 1], 0) - (X, x,) deux applications
homotopes rel 0. A(f) et A(f') sont aussi homotopes rel0, et
le raisonnement précédent prouve que f etf’ ont méme image
dans =,(X, ).

On a donc définit une application w: 7, (X, z,) = =, (X, ).

4. 5. Tutorime. — L’application u.: %,(X, zy) = =,(X, 7,) est
bijective.
Démonstration. — a. v est injective. Sotent f et f':

)

A[n + 1],0) - (X, z,)

deux applications telles que A(f) (d,o"*') = Af) (ds"t'). 1

existe donc une homotopie k: (I X A[n], I X A[n]) = (X, 2,)

telle que koey=RA(f), koe, =A(f'). Les deux applications
IX N[n+1]>x et IX N "[n4+1]->X

ot la seconde est égale a ko(id X dy2"*'), coincident sur I'inter-
section de leurs domaines de définition, et définissent donc
une application A: I X A[n 4+ 1] = X. On voit immeédiate-
ment que h: A(f) ~ A(f’) rel 0. Comme ~ rel 0 est une relation
d’équivalence, on a aussi f~ f" rel 0.

b. u est surjective. Soit u: (A[n], A[n]) = (X, 2,) une appli-
cation. On définit une application f: (A[n + 1],0) - (X, 25) en
posant f(ds"t') = x, pour i > 0, f(dy2"t') = u(s").

On peut prendre A(f) = f. Alors A(f) 0 det = u.
Convention. — On identifiera toujours les éléments de

(X, a,) avec les éléments correspondants de =,(X, r,) a
l'aide de wu. En particulier, si f désigne une application
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A( [n 4 11,0) = (X, e), f désignera sa classe d’homotopie dans
=, (ou =,). '

4. 6. Soit fune applicutiun/ié\_[/n + 1], Aln + 1)) = (X, 2p);
pour i=10, ..., n+1, f odg"*' est une application
(A[n], A[r]) > (X, =),

done un générateur de =,(X, 7). Comme OelAln + 1], [ est
aussi un générateur de =, (X, 7). :

LeMME.
n+1

f= Z(—i Yifoden+! pour n>1
el f= f(d232)+ f(dy2?) — f(die?) pour  n=1,

Démonstration. — On reprend I’homotopic K du lemme 4. 2,
qui prolonge fom,.,, et on considere les fonctions K; associée
a 'homotopie K.

On a alors dyKodod"™' = f(dy3"""), .., Kody"*' = f(ds_ 3'"")
pour t > 0 d K doan+1 - f(d,’:"*i), dlKidcva“-’ == (l;Kodoan ‘-1,'.
di+1K1 do’:"H = &y pour 1> 1.

Si n =1 on en tire dK,d,3* = f(d.2*) + f(d,2?),
d K dgs* = dK,d2' + f(de?) = [+ f(d,)
puisque d&,K, ds"" ' = A(f)d,e"*'; d’ou le lemme puisque
d K, = d,K,. ‘
Si1 n > 1, on continue et on voit que pour g > 1,

d, K dyo" ~d K dys" .

q+1

Comme d K, =d,K,_, on en déduit que
f_ d,,, K,.+,d0'3n:_’ = d K d ?n*—i

le lemme d’addition appliqué a K, (dc"*') et & K,(dz2""")
donne alors le résultat.

Prorosition. — Soient [ (A 2], 01) = (X, x,) une
applwatwn (o 01 désigne le 1- szmplere dy ...d, ,2""% et
fi=fo dr"*": [ + 11, 0) = (X, x,); alors

n-2

> (—1)ifi=0 pour n>1 et)_‘;3+?'l~ﬁ—f;=0p014r n=1.

t=v
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Démonstration. — Soit A I’ensemble simplicial engendré par
les n-faces dd; 2""* o0 0 < i < j < n+ 2. Il existe une homo-

topie K: IXL\[ + 2] — X qui prolonge fow,,,: IX A\=>X
ct telle que Koe =f (cf. 2.3 corollaire 1). Posons alors

Mf) = Kog:A[n 4 2] = X. En comparant la construction
qui vient d’étre faite a celle du lemme 4. 2. on voit que

- Tt N .
AF) o diy 372 = A(fiy)  pour 0.

Rappelons que, par définition, on a: fi., = 7\(]"H~1)0203\"qj

ct que ddHr| =dd, pour 1 >0. Alors f., = gogia\":*‘/' ol

g = Nf)eds>**: (A[n + 1], A[n + 1) —> (X, ). D’aprés le
lemme 4. 6 on a (si n > 1) g = I(— 1)'fy,; pour démontrer
la proposition, il suftit donc de montrer que g = f;, ce qui est

bien vrai puisque Ko (id X zzg’:'/’) : I X A[n—l— 11—+ X est une
homotopie g ~ f rel 0.

4.7. ProrosiTioN. — La condition nécessaire et suffisante
pour que f: (A[n + 1],0) — (X, x,) soit prolongeable & A[n + 1]
est que f = 0.

Démonstration. — Supposons quefsoit prolongeablea A[n 4 1].
Alors fow,1, est une homotopie (I X A[n 4 1], I X 0) - (X, z,),
et fow,p,06:A[n + 1] > z,. Donc

Mf) = fowup o el Bln+ 1] Aln + 1] — z.

Autrement dit f= 0.

Supposons que f=0 comme A(f) ~f rel0O, on a aussi
A({f)=0. D’aprés 3.6 (proposition 1) A(f) est prolongeable
a3 A[n4+1]. Soit F:(IxAln+1)u(0 x A[n+1]) > X
I'application égale a A(f) sur 0 X A[n 4 1] et & K (notation
du lemme 4. 2.) sur I X A[n + 1]. D’aprés 2. 3 corollaire 1,
on peut prolonger F en une application H: I X A[n + 1] - X.
Alors Hog : A[n 4+ 1] = X prolonge f.



CHAPITRE 11

CATEGORIES AVEC MODELES

5. — Définitions et exemples.

5.1. a. Soit @& une catégorie, et W une sous catégorie
pleine de @ (i-e les objets de N sont des objets de @, les
morphismes de N{ sont les morphismes de @ entre objets
de M). Les objets de NT sont appelés des modéles, et le couple
(a, M) est une catégorie avec modéles.

b. Fonctions de dégénérescence. Soit (&, M) une catégorie
avec modeéles. Soient a et § deux fonctions qui a tout mor-
phisme dont la source est un modeéle font correspondre un
morphisme dont la source est un modéle. On dira que « et §
sont des fonctions de dégénérescence si

(0> “(1.\1) = B(i.\l) = 1y
pour tout modele M.
(4) Bu)x(u) = u

pour tout morphisme u dont la source est un modele (en
particulier on veut que le but de «(u) soit aussi un modéle).

(2) a(B(u)) = Bla(u)) = 1’

ou M’ est le but de a(u) et la source de f(u).

(3) B(fu) = B(fB(w)

pour tout morphisme f dont la source est le but de w.

() a(fu) = (fB(u))x(u).
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On peut exprimer les conditions (1, 3, 4) en disant que le
diagramme

}/
M \"‘\’ G1/u) = Blf6iu)
u
A B

est commutatif.

Ces conditions entrainent que B(fB(u)) = B(u) et que
a(a(u) = a(u).

Un morphisme u: M —>A ou MeM est dit non dégé-

M’ a(fBlw)) - M

néré si (u) = u (et donc a(u) =1y), dégénéré dans le cas
contraire.
Convention et notation. — Soit A un objet quelconque de @

on supposera toujours que les morphismes non dégénérés
dont la source est un objet de Nt et dont le but est A. forment
un ensemble que l'on notera S(A) (ceci est toujours vérifié
si les objets de N forment un ensemble).

c. Soit .\ un anneau commutatif a élément unité. On désigne
par (, : la catégorie des A-modules et des homomorphismes
de A-modules.

Gy ou G,n: la catégorie des \-modules gradués par des
degrés > 0 et des homomorphismes de degré zéro.

dg(resp. dg,n) la catégorie des A-modules différentiels
gradués dont la différentielle est de degré 4 1 (resp — 1)
et des homomorphismes de degré zéro qui commutent a la
différentielle.

H* (resp H,) le foncteur cohomologie d§\ — I (resp.
le foncteur homologie d§,a — ().

d. Si K est un foncteur dont la source est @ et le but 'une
des catégories précédentes, on définit, pour tout Aea,
MeI, u: M — A eS(A), 'ensemble K(M, u) comme étant
I’ensemble des couples (z, u) ot x € K(M). Les deux bijections
t(u): K(M) = KM, u); j(u): KM, u) > K(M) définies par
H(uw)r=(x, u); j(v) (z, u) =z permettent de donner a K(M, u)
la structure de K(M).
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5. 2. Le foncteur K et la transformation naturelle T'x.
a*. Soit K un foncteur contravariant ¢ — 5. On pose:

KA )= [ KM, u) pour Aea, Me, u:M—>A eS(A),

u€S(\)
cl on note =(u) la projection K(A) — K(M, u). Soit
K(f): K(B) > K(3)
Papplication définie par

R(F)e = (i(w)K(a(fw) ] (B(Fu) (B(fu)Duescn)
pour tout f: A —>Bea, tout z e K(
K cst un foncteur contravariant @ — GA-
On définit une transformation naturelle de foncteurs
I'x : K=K en posant [\ (A)x ((i(u)K( )@)uescy) poura e K(A).
Soit T: K — L une transformation naturelle de (,-fonc-
uurs On pose, pour tout objet A ea, tout 7 e K(A).
(( (u)r(u ?)ue><,\)> ou M est la source de u.
T(A) est un homomorphlsme KR(A) = L(A) et T une transfor-
mation naturelle K — L. De plus

TFK—_— FLT.

b*. Soit K* un foncteur contravariant @ — ¢\ et K" :at =y
le foncteur induit par K* en degré n.

La collection (K") est un foncteur contravariant @ — ¢\
que 'on désignera par K*.

La collection (['ks) est une transformation naturelle
K* > L* que I'on désignera par [x..

Si K* est un foncteur contravariant ¥ — dgY, la différen-
tielle d: K*—> K"*' est une transformation naturelle de
(s-foncteurs. Done d:K"— K"” est une transformation natu-
relle de (a-foncteurs. Donc d: K" K*+' est une trans-
formation naturelle telle que d[x, = [xand, et par conséquent

K est un d\-foncteur et ['x. une transformation naturelle de
dta \-foncteurs.

. Soit de méme K un foncteur covariant @ — §5. On
pose

Ky = S KO, w), RIHIKM, w; = i(B(fu))K(=(fu))j(u)
)
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pour f: A—>Bea, u: M—> AeS(A) et
Cx(a)|K(M, u) = K(u)j(u).

K est un foncteur covariant & —Gp et Ix: K - K une
transformation naturelle. Si T: K — L est une transformation

naturelle, on pose T(A)|K(M, u) = i(w)T(M)j(u). T est alors
une transformation naturelle K — L. de plus TIx = I'.T.
b,. On définit K, et ['x, comme dans b*. On voit encore

que si K, est un d¢,s-foncteur il en est de méme de K, et
['x, est une transformation naturelle de d§, -foncteurs.

5. 3. Foncteurs représentables. — On dit qu’un foncteur
contravariant K*: @ — (% (resp. covariant K, : @ =) est
représentable s’il existe une transformation naturelle yx.:
K* - K* telle que jyx.['x.=identité (resp. YK, : K,,—-»K*
telle que [x.yx, = identité).

Si K* est un d(}-foncteur (resp. d(,p) on dit qu’il est
représentable, s’il est représentable en tant que Gj-foncteur
(resp. Gua)-

5. 4. Foncteurs acycliques, foncteurs acycliques sur les modéles.
a*. Soit K* un foncteur contravariant @ —dG. On dit
qu’il est acyclique s’il existe des transformations naturelles
de Ga-foncteurs U: K* - K"=' (n > 0);n: K* > H°K telles
que
dU" 4 Urt'd = identité (n > 0)
Uld = id — e

ou ¢ est la transformation naturelle H 'K — K°. -

On note que eonoee = (1—Uld)oe=¢car doe = 0. Comme
¢ est injectif ou en déduit que v o ¢ = identité.

a,. Soit K, un foncteur covariant @ —dg.. On dit qu’il
est acyclique s’il exite des transformations naturelles de
Ga-foncteurs U,: K, > K,y (n >0), n: Hoe K— K, telles
que

dU, + U,_,d = identité (n > 0)
dUy = id — ne

ou ¢ est la transformation naturelle K, - H,K. Comme
coroe = g(1 —dUy) = ¢ car ed = 0 et comme ¢ est surjectif,
on a er, = identité.

25
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b. Soit M* la sous catégorie de M dont les objets sont ceux
de N et les morphismes sont du type a(u) ou u est un morphisme
dont la source est dans M.

On dit que K* (resp. K,) est acyclique sur les modéles, si
la restriction de K* (resp. K,) a la catégorie M* est acyclique.

5. 5. UN ExEmMPLE. — Soit M la sous catégorie pleine de J
(cf. 1. 1. — g) dont les objets sont les A [r] (n > 0). On pose,
pour toute application u: A[n] > Xed:

a(u) =7, ... 50"k Bu) =7, si @) =s;, ...8, y
avec y non degenere ety > > i,, (cf. 1. 1. ¢). En parti-
culier u e S(X) si et seulement sl u(@") =y. a et B sont des
fonctions de dégénérescence.

Soit C, le foncteur  — d(, des chaines normalisées, i.e. C (X)
est le quotient du groupe gradué abelien libre engendré par X
par le sous groupe engendré par les éléments dégénérés de X;
la différentielle d de C,(X) est définie par passage au quotient
a partir de la différentielle X(— 1)'d; du groupe abelien
libre engendré par X; si f: X - Yed on définit C/f):
C,(X) - C,(Y) comme étant l'application naturelle induite
par f.

C,(X) est le groupe abelien libre engendré par les éléments
non dégénérés de X. S1 z € X est non dégénéré, on représentera
encore par z I’élément de C(X) qu’il définit.

Soient f et g deux applications X — Y homotopes par
une homotopie k: I X X > Y et soient k;: X, > Y,,, les
fonctions associées a k.. Les k; induisent des fonctions encore

P
notées k; de C, (X) dans C,4,(Y). On pose U, = ¥ (— 1)k
=0
On a alors dU,+ U,_,d = C,(g) — C,(f) pour p>0 et
dUy = Co(g) — Go(f) done

Lemve. — St f et g sont homotopes dans ¥, C(f) et C,g)
sont homotopes dans d(,, ou Z désigne 'anneau des entiers.

Prorosition. — C, est représentable et acyclique sur les
modéles.
Démonstration. — a. On pose yczx = (", &) pour tout

ze X, non dégénéré. 7, est une transformation naturelle
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C, = C, et Toyga= Lo (3, &) = C@j@(E, 3) = C@)=2.
Donc ['¢,yc, = identité et C est représentable.

b. Soit ®, I’homotopie I X A[rn] — A[n] de 1. 4; comme
w, og: Aln] > O, et w, o ¢, = 1dentité, le lemme 5. 5 montre
que

dU, (A[n]) + U,_,(A[r])d = leam pour p <0
dUy(A[n])z. = & — »(x)0, pour =z e Co(A[n])

en désignant par z(z) I'indice de Kronecker de 2. 51 z est une 1-
chaine, alors dU,(A[n])z + Ug(A[n]dz = z donc dUy(A[n])dz = dz.
Autrement dit, x(dz) = 0. On définit alors

1(A[n]) : HoC,(A[n]) - Co(A[n]
par nex = x(z)0,. On a alors
dUs(A[n]) = Leam— n(A[n])e(Aln]).

D’autre part on voit immédiatement que v est une transfor-
mation naturelle HyC |TM* — Co|N*, et on remarque que la
relation 1. 4 i1 se traduit par le fait que U, est une transfor-
mation naturelle C,|M* — C 4 ,|M=.

5. 6. Catégories indicées. — Soient (&, M, «, ) une catégorie
avec modéles et fonctions de dégénérescences, et A un objet
de @. On appellera catégorie indicée la catégorie @, dont les
objets sont des couples (B, z) ou Bea et z: B> Aeaq,
et les morphismes des diagrammes commutatifs dans U :

o<t

>z$A: (B, 2) = C, y)
Yy

un tel morphisme sera désigné par (f, z, y).

M, est la sous catégorie pleine de @, dont les objets sont les
couples (M, z) ot M e M. Si (u, z, y) est un morphisme tel quer
la source de u soit un modele, on pose ar(u, z, y) = («(u), -
@, yo B(u)) et Ba(u, z, y) = (B(u), yo Bu), y). est alors une
Catégoric avec modéles My et fonctions de dégénérescence
a, et gA.

Soit K un foncteur dont la source est &. On définit un
foncteur Ky dont la source est &, et le but, le but de K, en
posant :

KB, vy = K(B), Ki(f, v, y) = K(f)
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on vérifie sans peine que 'on a la

Prorosition. — Si K est représentable (resp. acyclique,
resp. acyclique sur les modéles), il en est de méme pour K,.

6. — Le théoréme des modéles acycliques.

(6-1)* TuEorEME. — Soit & une catégorie avec modéles et
fonctions de dégénérescence. Sotent K* et L* deux foncteurs contra-
variants & — dG\, K* étant représentable et L* acyclique sur les
modéles, et T une transformation naturelle H°L*| M* — H°K*| nt=.
Il existe alors une transformation naturelle ¢*:L* — K* qui
induit T sur H'L*|M*. On dit que ®* est une extension de T. Si
O™ est une autre extension de T, * et ®™* sont naturellement
homotopes. ‘

La démonstration du théoréme utilise les lemmes suivants.

Lemme 1. — Si L* est acyclique sur les modéles L* est
acyclique.

En effet soient U" et 7 les transformations naturelles qui
définissement l'acyclicité de L* sur M. Alors

LTS LI R ﬁ:AL°—>@

peuvent étre définis par le procédé de (5. 2) @ bien que U”
et v ne soient définis que sur M*, puisque seules les valeurs
prises par U" et v sur M* interviennent dans la définition
de U™ et #. Ce sont encore des transformations naturelles.
On a: d0"+ U"~'d =id pour n>0 et U'd=id —&).
Comme H'L* et H’L* sont naturellement isomorphes, le
lemme est démontré. -

Soit alors T: H'L|M* — H°K|M* une transformation
naturelle.

On pose * = xéx Tl ol ex (resp. ) désigne la transfor-
mation naturelle H°K* — K° (resp. H°L — L°) @° est une
transformation naturelle L* - K°.

LEMME 2. — d®%, = 0 et P |M* = & T.
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Démonstration. — Conformément a 5.2a* sur W?* les
transformations naturelles &5, T, %, commutent aux [ corres-
pondants donc
q’“l‘m“ = XK"EK'Tﬁ FLo|°m°‘ = XK'EKTFIFL'Y]

= xKnEﬁPHoK-T'Q = y‘go[‘RoERT'Y} = EKTT,-
Donc $%;|M* = exTrer, = exT puisque e, = td. D’autre part :
dd%t, = dD%,. Comme dd%e,|M*=dexT=0 (car dex=0),
A%, = 0.

Démonstration du théoréme. — On pose ®'= XK.J(i)“ﬁ’(i[‘L.
alors
q)i(‘l == '/_;.(f(i)oﬁ'r'.‘.d = '/'Kc(jéoﬁi(i[‘u —_ xk|d‘\®o(id —_— EL.;})[‘L"

= Xxnd‘@oru = Zxad[‘xo(l’o = Xm[‘xadq’o — d(l’o,
puisque d®%, = 0 d’apreés le lemme 2 et que Ud = id — &7
d’aprés le lemme 1.

Supposons que I'on ait déja déterminé ¢*: L¥ - K* On
pose PF*' = ZK“:J(I)"(\J"FU:H : L*** > K*¥*', On a
Prid = ngﬂ(i‘i"‘ﬂ"[‘l,kﬂd = xwui@"ﬁ"(fl‘u

= '/_Kk*-'d\&k(id"—(iﬂkﬂ)[‘[,k = xxmdti)“l‘.,k=x.;w[‘w.dfb" =dd*
puisque dd*d = dd®*~* = 0 d’aprés hypothése de recurrence.

De plus, comme ®%,|W* = ¢xT, I'application ®* induit
bien T sur HOL|Mt*.

Soit d* une autre extension de T. On a donc

(1) dot, = &g = T
On pose VI = yg(@o — @001, L1 > Ko on a
Vid = yxo(@0 — @) 01Td = yx(d0 — d70) U, dls
= ”/_Ko((ﬁo —_— (ﬁ'o) (id -_ gLﬁ)FLn = ’/'Ko((i)o—(i)lo)l‘h

d’apres (1).
Donc Vid = ygol'xe(P0 — P"0) = fo — o,
Supposons alors que I’on ait déja déterminé V2, ..., V¥; 0n a

(@ — "% — dV¥)d = d(P*—1 — k=1 — Vi) = ddV*¥~1 = () done
(2) (& — ¢ —dVd =0
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on pose alors V*+1 = y(§k — &% — JV*)['... en utilisant
(2) on voit sans peine que

Vi = @k — @'k — gV

I’homotopie naturelle V est donc bien déterminée par récurrence.

6-1, TuEoriME. — Soit & une catégorie avec modéles et
fonctions de dégénérescence. Soient K, et L, deux foncteurs
covariants & — dG a, K, étant représentable et L, acyclique
sur les modéles, et T une transformation naturelle

H,K, | — H,L, .

Il existe alors une transformation O,: K, — L, qui induit T

sur H K, |]Me. On dit que O, est une extension de T. St ]

est une autre extension de T, @ et O] sont naturellement homotopes.
Démonstration analogue a celle du théoréeme 6-1*

7. — Systémes locaux.

La notion de systéme local sur un ensemble simplicial
a été dégagée pour la premiére fois par Ellenberg et Zilber [7].
On indique ici une generahsatxon due a J. C. Moore et
V. K. A. M. Gugenheim [12] qui utilise la notion de foncteur
covariant fortement représentable 7. 7. On peut définir une
notion analogue pour les foncteurs contravariants mais elle
s’avére jusqu’a présent de peu d’utilité. Si K, est un foncteur
fortement représentable et G un systéme local, on peut définir
deux foncteurs K, ,%¥G et Hom* (K, G) qui généralisent les
notions connues de complexes de chaines (resp. cochaines)
a valeur dans un systéme local. On fait le lien entre cette
théorie et la théorie classique dans le paragraphe 10, en utili-
sant les catégories indécées. Les théoremes 7. 10" et 7. 10,
constituent la clef de la démonstration de I’existence des suites
spectrales des fibrés.

7. 7. Foncteurs fortement représentables. — Soit K, un foncteur
covariant & — d(,5, et supposons que K, soit representable
On désigne par ~<(u) la projection K( )—> KM, u) ou u:
M —> AeS(A), et on pose

B(u) = jlwr(u),  du(w) = K ()8(w)7x(w).
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Définition. — On dit qu’un foncteur covariant K, : & — d¢,
est fortement représentable s’il est représentable et si de plus

(1) (u)ys, = Yx(u) pour tout u: M — AeS(A)

(11) B(u)yxe = $o(1n)0(w)yx,e
S1 K, est fortement representable on pose
A) =, (WK, (A) et K, (A) = 4,(u)K,(A)
pour tout A ea et ue S(A).
Prorosition 1. — St K, est fortement représentable, on a
(1) da(@a(w) = d(w), h(Wds(v) =0 pour uz¢
(i) K(A) = 3 K.(A)

ue S(A) *l

(i) sif:A—>Bea, K (@) = b(B(fu)K,(F)d(u

Démonstration. — (1) Comme ~(u)z(¢) =} “(u) st u=v9¢

0 stuzyo,

on voit que

Ba(0) = Drslznadule) = Tazlustohys, = § 005 4 = ¢

en utilisant le (1) de la définition

(i1) il résulte de (i) que K, (A) n K, (A) = {0} si u =~ ¢ il
suffit donc de démontrer que tout z e K, (A) peut s’écrire
comme une somme d’éléments de K,,(A) ou u parcourt un

ensemble fini de valeurs. Or yx,2e K (A) = EZS(A) K, (M, u);
il 'y a qu’un nombre fini de morphismes, soient

Uy ..., upe S(A)
tels que la composante de yx,2 dans K (M, u;) soit non nulle
P

(t=1,...,p). Done yxxz= Y 7(w)yxx et

i=1

4
T = F‘i.yﬁ*‘m— 2 P]\ ( i)yx*xz y ',[/*(u,):r

(i) K, (f),(u) = f>n* (um* = FR*K*(I’)T(“)ZR*
= Ph i (B(fue) K (o(fu) ) (w)= ()
'{)*(B(fu))K ’;’* Fl\ F(B fu )XK* # f ‘l’*
= D =(B(fu)) R, (F)yx,bu(w) = Ti,i(B(fu)) K, ((fu))j(u)=(u)yx,
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ProrosiTioNn 2. — Le foncteur C, (cf. 5.5) est fortement
représentable.

On voit que si z est non dégénéré, z € C,(X) alors C, 3(X)
est le module libre engendré par z. La décomposition en
somme directe donnée par la proposition 1 n’est rien d’autre

que la définition de C,(X).

7. 2. Systéme local contravariant. — Soit G un foncteur
contravariant : M — Go. On dit que G est un systéme local
contravariant: si G(u) est un isomorphisme pour tout mor-
phisme u non dégénéré.

7. 3. Le foncteur Hom*(K,, G). Soit K, un foncteur cova-
riant @ — G A fortement représentable, et G un systéme
local contravariant. On pose, pour tout objet Aea

Hom'(K,, G)(A) = ] Hom(K,,(A), GM,

ou M, désigne la source de u, et Hom est pris au sens de la
catégorie §,. Si f est un morphisme A — B, on définit ’homo-
morphisme

Hom* (K,, G) (f): Hom"(K, G) (B)—Hom" (K,, G) (A)
de la maniére suivante:

Soit 3 € Hom™ (K G)(B) et ¢ = (q,) ou z, e Hom(K, ,(B),

Mv)) Siue S G(a )ffV'l)K (f) eH (Ku,n(A)’ G(M,).
On pose alors

Hom(K,, G(f))7 = ((G(a(fu))75wKai(f)Juesw)
La collection Hom (K,, G) = Hom" (K,, G) est un fonc-

teur contravariant.

7. 4. Prorosition. — Le foncteur Hom*(K, G) est repré-
sentable.
Démonstration. — Pour simplifier les notations, on écrit

L = Hom"(K, G), K au lieu de K,, K,(A) au lieu de K, ,(A),
{ au lieu de ¢, v au lieu de yx, [' au lieu de ['x; i’ et ' désignent
les apphcatlons i et j relatives au foncteur L.

D’ apres 7. 1. Définition (n) on a

w) yg(w) = $(1n) 0(u) yd(w) = $(1x) H(x) 7.
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donc:
(1) 0(u) 7. Ku(A) « P(1v) K(M) = K, (M)
pour u:M — A e S(A).

Par définition on a:
LA)= [I LM, w)= [] i'(u) Hom(K,(M.,), G(M,,,))

u€8(A) u €S(A)
v E€S(M,)

ou M, est la source de u, M, , la source de ¢.
Si z e L(A), on désigne par %, 82 compoqante dans L(M,, u)
et par ¢,, sa composante dans Hom (K,(M,), G(M, ,)).
Considérons maintenant un morphisme u: M—>AeS S(A).
D’aprés la relation (1),

(%1w.a) © O(u) 7, €« Hom (Ku(A>’ G(Mu))'
La transformation naturelle y.: L. — L définie par

AR B ( “N’u (0( )7)"5§(A))
pour ,,eL(A) \emﬁe 7.l'L = identité. En effet, si v e L(A),
z=Tw=(( ( ) Wuesin) et 5, , = G(a(uy )U'. (as) K( ); en
partxcuher S = G(a(u)) wewK(u) = w,Ky car  a(u) = 1y,
B(u) = u puisque ueS(A). Par conséquent

(7a)e = (ali)e = wK(w) 0(u) 7, = wp(u) =

(La derniére égalité résulte du fait que Y(u)y(u)=}(u)
puisque u, est un homomorpbisme dont la source est

A) = Y(w)K(A

7. 5. ProrosiTion. — Si K, est un foncteur @ — d(,,

Hom* (K,, G) est un foncteur & — d( .
Démonstration. — Soit Hom* (K, G) : W — dG*p le foncteur
contravariant défini par:

Hom" (K,, G)(M)= Hom (K,(M), G(M)) pour MeN
Hom"(K,, G)(u) = Hom (K(u), G(u)) pour wu: M—>M’

et dont la différentielle ¢, est définie par transposition & par-
tir de celle de K,.

On a:
Hom (K., G)(M) = Hom (3 K,.(M), GM))

v ES(M)

= [I Hom (K, .(M), G(M)).

v ES(M)
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S1 z €« Hom" (K, G)(M), on désigne par z, sa projection dans
Hom (K, ,(M), G(M). Alors G(v)ez,e Hom(K, ,(M), G(M,))
ou M, est la source de ¢v. On pose T(M) = ((G(v) ° z,), esaw)-
T est une transformation naturelle

Hom* (K,, G) > Hom* (K,, G)|M

et méme une équivalence naturelle puisque, ¢ appartenant

a S(M), G(¢) est un isomorphisme. ¢’ = T3, T~! est une
différentielle sur Hom™ (K,, G)|M, &’ une différentielle sur
_—
Hom* (K,, G).
Finalement on pose, pour le degré n,

o= XK"HS\'PKn

ou T'on a écrit K' au lieu de Hom'(K,, G), t=n, n+ 1.
¢ est une transformation naturelle: K" — K"*! puisque
c’est un produit de transformation naturelle. Done ((5.2)a*)

A N
SPKn = PRn*la

étant une transformation naturelle, on a sur N:
8,[‘Kn = [‘Ku*-'g’

d’apres 5. 2. a*, donce, sur M, § = yxpee8' Tk = Yxau w8’ = 2" s de

mais &’

A
NI
4

Iégalité ¢|M = ¢’ on déduit par passage au chapeau, ¢ = ¢
et finalement, ¢'['x. = ['x.ac.

N

Mais alors 20 = jygues 0 [kaeiC = 7xav:6"6'Tka = 0.
Finalement, & est une différentielle, dont la restriction a N
“est &', et qui induit &' sur K*.

acyclique sur les modéles, Hom*(K,, G) est acyclique sur les

modéles.

7. 6.%. ProrosiTion. — St K, est un foncteur @ — dg,a

Démonstration. — Soient U, v les transformations natu-
relles qui définissent Pacyclicité de K, sur a*. Soit
U,"*+": Hom"t'(K,, G) > Hom"(K, G) le transposé de U, et
Urt'=TU"*+'T~"' ou T désigne ’équivalence naturelle induite
dans 7. 5. D’aprés 7. 5* on a ¢U*+ U~'¢=id pour n>0.

Soit < € Hom® (K,, G)(M). sevece est un homomorphisme
KoM) - G(M), donc un élément de Hom® (K, G) (M)
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tel que ¢(yonoe) =5o0v0e0d=0, donc un cocycle. On
définit v, : Hom® (K,, G) - H%(Hom* (K,, G)) parv,4 = classe de
cohomologie de ¢ o v o ¢, et ' : Hom® (K,, G) - H'Hom" (K,, G)
par n' = (H*T)n, T

S1 ¢ désigne I'application naturelle
H°'Hom* (K,, G) — Hom’(K,, G)
il résulte des définitions que
Ule = id — ¢y,

7. 2., Systéme local covariant. — Soit G un foncteur cova-
riant M — GA on dit que G est un systéme local covariant
st G(u) est un isomorphisme pour tout morphisme wu non
dégénéré.

7. 3., Le foncteur K, % G.

Soit K, un foncteur covariant fortement représentable.
a— dg,a, et G un systéme local covariant on pose, pour tout
objet A e @, et tout morphismef: A >Bea,

K, ¥ GA)= Y K,.(A)®y GM,)

u €8(A)

K, % G(NIK, o(A) @A GM.) = (K,(F)IK,, o(A)) @ G(a(fu)
K, % G est un foncteur covariant.

7. 4., Prorosition. — Le foncteur K 4 G est fortement
représentable.

7. 5., ProposiTION. Si K, est un foncteur @ —dg,,

K, % G est un foncteur & — dg, .

7. 6., ProrosiTioNn. — Si K est un foncteur a —dG.p
acyclique sur les modéles, K, % G est acyclique sur les modéles.

Les démonstrations sont analogues a celles des propositions
7. 4%, 7. 5%, 7. 6*. Pour définir la différentielle de K, % G on
introduit le foncteur K,0G: M — d§, A défini par

K,0G(M) = K (M) ®, G(M)
pour M e I et K,0G(u) = K, (u) ® G(u) pour les morphismes
ueN, et dont la différentielle d; est d ® 1gan. Ko G est
naturellement équivalent & K, % G|, qui est ainsi muni d’une

différentielle d’. d’ est une différentielle de m En utili-
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sant les transformations naturelles ¥ et I relatives au foncteur
de K, ¥ G, on a la différentielle d = I'd’ y cherchée d induit d’
sur K, % G et d' sur K, % G|,

7. 7. Prorosition. — Soient F et G deux systémes locaux
contravariants (resp. covariants), et K, un foncteur fortement
représentable. St t: F — G est une transformation naturelle,
il existe une transformation naturelle Hom* (K, %) :

L
x) =

Hom*(K,, F) - Hom* (K, G) (resp. K,#F: K, % F > K, % G)
Démonstration. — On pose ‘

Hom™ (K, k) (A) = Ell\) Hom (id, 5(M,))

K, %E(A)IK, J(A) ®5 FOM,) = id ® §(M,).

7. 8. DEriniTIoNs. — a. Un systéme local G: W — (u est
constant si G(M) est un A-module indépendant de M et ((u)
Papplication identique pour tout morphisme uwe . Un
systeme local est simple s’1l est naturellement équivalent a
un systeme local constant.

b. Un foncteur contravariant K*:a —dg7 (resp. cova-
riant K, :@—d(,5) est augmentable si H'K* N (resp. H,K_ M)
est un systéme local.

c. Un foncteur covariant K, :a — d(,s est singulier <’il
est fortement représentable, acyclique sur les modeéles, et
s1 H K, M est un systéme local simple, de module A.

7. 9. Proposition. — Soit K, un foncteur covariant : & —d¢ a
fortement représentable et augmentable, alors Hom* (K,, ) et
K, % G sont augmentables.

*9

DimonsTrATION. — Pour tout M e, on a
H°Hom* (K,, G(M)) = Homy (H, K (M), G(M))
et pour tout morphisme u de M on a
H’Hom™* (K,, G)(u)= Homp (HK,(u), G(u))

Comme Hom* (K, G) et Hom* (K,, G) M sont naturellement
équivalents, Hom*(K, G) estaugmentable. Méme démonstration

pour K % G.
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7. 10*. Soient K, : & — d§,A un foncteur singulier, L, un
foncteur covariant @ —d(,s, fortement représentable, aug-
mentable et acyclique sur les modéles. L* = Hom*(L,, G)
ou G est un systeme local contravariant, est acyclique sur les

modeles, représentable et augmentable. Soit F le systéme
local H'L*|M.

TutoretMe. — Les deux foncteurs H*'L* et H* Hom* (K, F)
sont naturellement équivalents.

DimonsTrAaTION. — D’apres 6. 1*. il suflit de démontrer que
H'L*M* est naturellement équivalent a H* Hom™* (K*, F))|nt=.

Or HL*"Mt = F et d’apres 7.9. H°Hom*(K,, F)|M est
naturellement équivalent a Homy(HoK,, F). K, étant
singulier, HoK, [N est naturellement équivalent au systéme
local constant de module A, et H*Hom*(K,, F)AN est naturel-

lement équivalent & Homy (A, F) = F C.Q.F.D.

7. 10,. On conserve les mémes hypothéses que dans (7. 10)*
L,=L, % G odt G est un systéme local covariant, est
acyclique sur les modeles, représentable et augmentable.
Soit F le systéme local H,L}|M.

TuéoreMe. — Les deux foncteurs H L, et H (K, % F)
sont naturellement équivalents.

7. 11. Prorosition. — Le foncteur C, (cf. 5. 5.) est singulier.
C’est évident a partir des définitions.

8. — Le cas relatif.

Pour permettre d’étendre a ’homologie et a la cohomologie
relative les théories précédentes, on introduit dans une caté-
gorie @, de sous catégories J et j qui grosso modo donnent
une notion de « sous-objet » dans &. Moyennant certaines
hypothéses de compatibilité, les problémes relatifs dans a
sont ramenés a des problémes absolus dans de nouvelles caté-
gories ay et ay.

8. 1. Soit (@, M, «, §) une catégorie avec modéles et fone-
tions de dégénérescences. Supposons qu’il existe une sous



398 M. ZISMAN

catégorie J de @ dont les objets sont les objets de @, et dont
les morphismes B — A e, §’ils exitent, sont uniques. Sup-
posons de plus qu’il existe un objet G e, & M, tel que pour
tout objet A ea@, il existe un morphxsme unique,

gA g—)AEC‘ GAEJ,

DeEriniTion 1. — On dit que « et § sont compatibles avec J
si pour tout: M -Be, aM e N et tout e on a
(1) B(wu) = pp(u)

a(vu) = a(u).

ceci entraine que si w: B—> A e, et si ueS(B), pueS(A).

DEriniTiON 2. — On définit une catégorie (&, My, «, f3)
comme sult :

les objets de @, sont des couples (A, B) tels qu’il existe
un morphisme (unique par conséquent) ®w: B > Aed.

Les morphismes de a5, (A, B)—— (. f) (A’, B’) sont des carrés
commutatifs

A—l oA
o,
B B

ou les tléeches verticales sont dans J et les fleches horizontales
dans a.

Les modéles de M, sont des couples (M, ¥) ou M-e M.
S1 (u’ gB) ( g) (A, B)’ on pose

a(u, Fs) = (2(u); 1,),  B(u, Bu) = (B(w), D)

(@, My, «, B) est une catégorie avec modeéles et fonctions de
dégénérescence.

Si K est un foncteur covariant (resp. contravariant) on
définit le foncteur Ky: a5 — (5 par

Kj(A, B) = coker K(u) (resp. K4(A, B) = Ker K(w))

pour un ohjet (A, Blea, ot uw est Punique application
B-—\eo,
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K;(f, f') étant !’application canonique induite par le dia-
gramme commutatif

K(A)—L K(A") K(A) K(A")
I\;:)T K(f!) T[f(l*') (resp. l l ,)
(B)— K(B') K(B) K(B)

Si K est un d(,,-foncteur (resp. dGX-foncteur), on définit
canoniquement une structure de dg, \-foncteur (resp. d(j)
pour K.

Convention. — On suppose que K(@) = {0} (K covariant
ou contravariant) et que « et 3 sont compatibles avec J.

8. 2. Prorosition. — Soit K un foncteur covariant & — dg 5
fortement représentable (resp. acyclique sur les modéles, resp.
augmentable, resp. singulier) alors Ky est fortement représen-
table (resp. singulier).

DimonsTRATION. — On remarque que si (A, B)ea,,
(u, ¥)eS(A, B) si et seulement si ueS(A). Comme
KM, 9) = K(M), on voit que K4(A, B) = K(A) en convenant
d’identifier K((M, 9), (u, 9)) a KM, u).

D’autre part si u € S(B), wu € S(A), un calcul simple montre
que K(p) Ky(B) = K_,(A). Par conséquent

(1) KyA, B)= 3 KiA)

u€8'(A, B)
en désignant par S'(A, B) l'ensemble des ueS(A) qui ne
s’écrivent pas uu’ ot u' e3(B). yx, est alors défini par
yx;=7xl % K,(A). On a bien Ixjyx, = identité, de plus

Y(u, O)=(u) si u=upu avec u' eS(B). Donc Kj est
fortement représentable et (Kj)u, ,» = K,(A) ou O suivant que
u e S'(A, B) ou non. Enfin les autres affirmations de la proposi-
tion découlent immédiatement du fait que K, N, = K|mM.

8. 3. Sotent G un systeme local covariant (resp. contrava-
riant) et K un foncteur covariant fortement représentable
@ —d,a. G est aussi un systéme local pour @, en posant
G(M, ¥) = G(M), G(f, 1,) = G(f); puisque K(1) : K(B)—>K,,(A)

est surjectif pour w: B - Aed, on a:

(K¥%G)y=K, - G et Hom* (K, G); = Hom (K, G)
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en particulier, si on suppose que K(u) est injectif pour on a
des suites exactes:

0—-Kx G(B)— K% GA)—> K;% G(A, B)=0

0— Hom*(K,, G)(A,B)— Hom* (K, G)(A)—Hom* (K, G)(B) -0
qui donnent les suites exactes classiques d’homologie et de
cohomologie. Cette situation est en particulier réalisée dans
la catégorie des ensembles simpliciaux, en disant que wed
si 1: B — A est I'application canonique induite par I'inclusion
B c A et en prenant pour foncteur K le foncteur C,.

8. 4. Soient (a, M, a«, B) une catégorie avec modéles et
fonctions de dégénérescence et §j une sous-catégorie de @ dont
les objets sont les objets dec, et dont les morphismes B—A e J,
s’lls existent sont uniques.

DErintrion 1. — On dit que « et 3 sont compatibles avec
s1

1° quel que soit le diagramme commutatif

M - A
() xT fo
M’ B

w

ou M et M’ sont des modéles, ct ou les fleches verticales sont
dans j} il existe une application (qui est donc unique) A’:
N" —'Nejou N et N sont les buts de a(u’) et a(u) telle que
le diagramme

M a(u) N B(u) A
S d

M a(u').yN Bw) B

commute.

20) L’application S(B) — S(A) donnée par u’ — (1 u’) est
bijective, et de plus « (v u’) € } pour u’ e S(B).

DeriniTioN 2. — On définit une catégorie (@ P ‘ll’(.;, a, B)
avec modeles =m,, et fonctions de dégénérescence «, 3 comme
suit : ey est la catégorie définie dans 8. 1. (en utilisant §
au lieu de . J)N; est la sous-catégorie pleine de @y dont les
objets sont les couples (M, M) avee M et M et
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Si ( u, u') est un morphisme (M, M’') — (A, B) on pose
) =(a(u), a(u)) et  B(u, u')=(B(u), B(u

Cette derniére définition n’a de sens que si « et  sont
compatibles avec j, puisqu’il faut que (N, N')eaj, et que
B(u, u') a(u, u’) = identité: c’est ce qu’exprime la premiére
condition de la définition 1.

Si donc « et 3 sont compatibles avec } ce que Pon suppose
dans la suite, (@ 7 My @, B) est une catégorie avec modeles
et fonctions de  dégénérescence.

Si K est un foncteur défini sur @, on définit KJ de la méme
fagon de K;.

Dans le paragraphe suivant on suppose remplies, les condi-
tions de la définition 1, et on suit les notations de la définition 2.

8. 5. Prorosition. — Soit K un foncteur covariant
a — dga.
St K est fortement représentable, K} est fortement représentable.

DémonsTRATION. — Il résulte de la deuxiéme condition
de la définition 1 que l'application S(B) — S(A) donnée par
u’ — B(uu’) est une bijection. Soit M’ la source de u’, posons
u = B(uwu’) et soit M la source de u.

Alors K(u): Ky (B) > K (A), K(p): K(M', w')—>K(M, u), si

bien que

Ky(A, B)= 3 K,(A)/K(s) Ky(B)

u €S(A)

et que K:}:(K)], a condition d’identifier

K(M, /K@ KO, o) et (K(M)/K(a(pu) K, (u, w)
on définit alors Yx; par passage au quotient a partir de
Yk, et [‘K,‘yx,‘ = id puisque 'xyx = id.

Soit ¢ la pro;ectlon K(A) — K4(A, B). On a Y(u, u') = pY(u)
et (K])(,,',,)(A, B) = K,(A)/K %(,,'(B). On en déduit immé-
diatement que Ky est fortement représentable.

8. 6. Soit K un foncteur covariant @ — dG.x; on définit
un foncteur K%:CX;]—)d(j*A en posant K'j(A, B) = K(A) pour

‘ _ 26
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tout objet (A,B)e Ay et KJ(f,f = K(f) pour tout morphisme
f’ f EL’L-‘

ProrosiTioN. — Si o et'B sont compatibles avec J, et st K
est représentable (resp. fortement représentable, resp. acyclique
sur les modéles, resp. augmentable, resp. singulier) K’P est
représentable (vesp. fortement représentable, resp. acyclique sur
les modéles, resp. augmentable, resp. singulier).

8. 7. Soit (@, M, «, ) une catégorie avec modéeles et fonc-
tions de dégénérescences.

Soient J et j deux sous-catégories de & définies comme dans
8. 1. et 8. 4. On suppose que a et B sont compatibles avec
J et J. On considére la catégorie ey, My, «, B de 8. 1. Soit }',
la sous-catégorie de @y, définie comme suit: un morphisme

A A’
x*l p lu’
B B’

dans @) et si de plus f'ed et fe}. }' a alors les propriétés
exigées d’une sous-catégorie j 8. 4., et de plus, les fonctions
de dégénérescences a et 3 de @y sont compatibles avec }’,
au sens de 8. 4. On peut alors définir comme dans 8. 4., une
nouvelle catégorie (ciy )7, (‘m’)?, , B

Si K est un foncteur a—->dt,,,A, on obtient un foncteur
(K-,) b (@)y = dG,A en apphquant successivement les cons-

tructlons de 8.1. et 8. 4. 3 K et K, Les propositions 8. 2.,
8. 5., 8. 6., donnent les propriétés de (Ky)y et de (Ky)'y.

est dans J' si w et w' ed (c’est la définition d’'un morphisme

9. — Le théoréme d’Eilenberg-Zilber.

9. 1. DEFintTION. — On considére de nouveau la catégorie
(4, M, «, B) définie dans 5. 6. On définit une nouvelle caté-
gorie (J2, WP, af, %) comme suit:

)P est la catégorie dont les objets sont des suites ordonnées
de p objets X,,...,X, avec X;e¥ pour t=1,...,p et
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dont les morphismes sont les suites ordonnées de p morphismes
f=(, . --f,), avec f,-e-‘J pour = 1, .eey P- .

MP est la sous-catégorie pleine de Y7 dont les objets sont
des suites ordonnées de p-modéles de M.

St u = (uy, ..., u,) est un morphisme dont la source appar-
tient &4 MP, on pose

a(u) = (a(u,), .., a(u,)) et P(u)=(B(w), ---, B(u,)-)

En particulier u est dégénéré si I'un quelconque des u
est dégénéré.
Pour tout objet X = (X,, ..., X,) et tout morphisme

f=(fiy---,f,) se 42, on pose (le produit tensoriel étant
pris sur Z)

K*(X) = C*(X1)® s C*(XP)? Kt(f) = Ct(fi) ®... ®C*(fp)

L(X)=C (Xx “ e xXp), L,(f)=C,, (f' X ....xfp)

K, et L, sont deux foncteurs covariants J? — G ..
9. 2. ProposiTionN. — K, est fortement représentable.

DiMonsTRATION. — Comme dans 5. 5., on désigne par le
méme symbole un élément non dégénéré de X;ed, et 1'élé-
ment qu’il engendre dans C,(X;). On désignera par r(z;)
le degré de I'élément ;€ X; e . Donc &;: A[r(z)] - X

Siz=2,® ... ®z,e K (X) (ou z;€ X;), on pose

x,2 = (& ® ... ® &Cn, )
en désignant par Z le morphisme (Z, ..., Z,).

On vérifie que ['x,yx, = identité. K est donc représentable.
La formule qui donne yx, £ montre aussi que si

u= (U, ..., u,) € S(X)
alors

rslu ==&

b (e = T 1(u)yx, = = 30 siutd

on en déduit que K, est fortement représentable, et que
K,:(X) est le module engendré par I'unique élément z.

9. 3. Prorosition. — K, est un dGz foncteur acyclique
sur les modéles.
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DemonsTrATION. — On définit une différentielle dans K (X)
en posant
P
d(xl X e ®xp) =] -: (——— 1)"(‘”‘)"'"' +r(-t,-_.)x1 R .. .®xi—l®dwi ®xi+,...®xp.
i=0
Soit M = (A[n,], ..., Aln,)) eMP. On désigne par U(n,)

I’homotopie définie dans la proposition 5. 5. relative a A[n;],

par g; et v; les applications ¢ et v relative & A[n;]. On considére

de plus ¢ comme une application C(A[n]) - H,C (A[n])

en convenant que ¢ est nulle sur les n-chaines avec n > 0.
On pose alors, pour 2 =1, ® .- ® z,e K (M)

UM)e =

I M=

(— )™ e e, () @
0

@My (@) O U(ny) @ 24, ® - - ®z,

et on .vériffe que dU 4 Ud =id — v, ® --- ® 7,¢,; en
partlcuher, s1  est une zéro-chaine,

dUz =z — xx
en posant *= T ® -+ ® 7,

Comme dans 5. 5. on voit que pour toute 1-chaine z, xdz =0
c’est-a-dire que e(x) = e¢(xx). On pose alors

NEX = AT

et par conséquent dU, = id — ne.
On vérifie enfin sans difficulté que U et v sont des applica-
tions naturelles de (N?)*2.

9. 4. ProrosiTioN. — L, est fortement représentable.

DimoNsTRATION. — Soit =2, X -+ X z,€ L,(X) (en
désignant encore par le méme symbole I'élément x non dégé-
néré de X; X --- X X, et I’élément qu’il engendre dans
C(X; X -+ X X,) = L(X) les z; sont donc des éléments de
degré n de X, et, puisque z, X -+ X r,e X; X --- X X, est

non dégénéré x; = sy ... sy ... s, z; ou z; est non dégénéré,
(] 13
r(zi) = n — p; les l; étant tels que
(l> l:>>l;h

(i) II n’existe pas de suite q;(1 <o, < py), i =1,...,p
telle que l;, =10, =---=1".
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On pose alors:
p
gty ~F
YT = <-l_[48“‘ o SE l_o'(’:), z >
l=

ou &' est le morphisme (Z,, ..., Z,).
On vérifie que 'y y1, = identité. L, est donc représentable.
La formule qui donne y;, montre de plus que si ue S(X)

yOsiu£d

lxsiu=21a'

"P*(u)x = PLtﬂ".(u>7.L*x =

On en déduit que L, est fortement représentable, et que

L,, 5(X) est le groupe commutatif libre engendré par les
p

éléments 3 s ... s,;,lx'i avec p; + r(z’;) = n et ou les [; vérifient

les relatlo;lis (1) et (i1).

9. 5. PropositioN. — L, est un d,, foncteur acyclique sur
les modéles.

Le fait que L est un d{,; foncteur est évident. On note
que si f; est une application I X X;— Y; alors Papph-
cation f: IX X; X -+ X X,-> Y; X .-+ X Y, définie par
fla, 2y, ..., 2,) = fi(a, ) X -+ X fya, z,) est telle que

foee=(fio€m ..., fp0¢) pour e=0,1.

Si M est le modéle A[n,] X --- X Aln,] et si on prend

pour application f; les homotopies w, de (1. 4.), on définit
par le procédé précédent une homotopie w:

1 X Aln,] X -+ X A[n,] = A[n,] X --- X A[n,].

telle que wog,: M—>0, X --- X 0, et wog = identité.

Appliquons alors le lemme 5. 5 on obtlent une homotopie U
sur L (M) telle que dU + Ud = id —v;¢; X - -+ X ,£, (notations
de 9. 3.) on conclut alors comme dans 9. 3

9. 6. Prorosition. — H, L |MP)*? et H K, |(MP)*? sont naturel-
lement équivalents.

Démonstration. — Soit T la transformation naturelle L, — K,
définie par
Ty X -+ Xz,)=2,0--- @z,

(z; de degré zéro a appartenant X;) exTy, est une équiva-
lente naturelle.
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9. 7. TukorkME. — Soit G un systéme local covariant (resp.
contravariant) WP — Gy ; les foncteurs H, (K, % G) et H (L, % G)
(resp. H* Hom* (K,, G) et H* Hom* (L,, G) sont naturellement
équivalents.

DimonstraTiON. — Hom* (K,, G) et Hom" (L, G) sont des
foncteurs représentables et acycliques sur les modéles puisque
K, et L, sont fortement représentables et acycliques sur les
modeéles (cf. 7. 4.*,7.6.%,9.2.,9.3.,4.9,,9.5.); pour démontrer
le théoréme il suffit donc de montrer que H’Hom*(K,, G)
et H Hom*(L,, G) sont naturellement équivalents sur les
modeles (cf. 6.1.%). Or (cf. 7. 9.) pour tout M e (NP)*, on a

H' Hom* (K,, G)(M) = Hom, (H,K (M), G(M))
H° Hom* (L,, G)(M) = Hom,(H,L (M), G(M))

et pour tout morphisme u e (MP)*? on a

H’Hom* (K,, G)(u) = Hom,(K,K,(u), G(u))
H°Hom* (L,, G)(u)= Hom;(H,L,(u), G(u)).

Comme Hom*(K,, G) et Hom*(K,, G)|(M?)* (resp. K,
remplacé par L,) sont naturellement équivalents, le théoréme
résulte de 9. 6. Méme démonstration pour K, % G et L % G.

9. 8. Soit J la sous-catégorie de if (cf. 8. 1.) dont les objets
sont ceux de J et dont les morphismes w:Y — XeJ si et
seulement si Ye X et si & est l'injection canonique. a et 8
sont compatibles avec J, et C (&) est injectif s1 wed. Soit J?
la sous-catégorie de J? dont les objets sont ceux de J? et,
dont les morphismes w:(Y,...,Y,) > (X, ... X,) e si et
seulement s1 Y,e X, pour i =1, ..., pet si p= (W, ..., &)
est tel que u; eJ. a” et 3* sont compatibles avec J°. On peut
alors considérer la catégorie (5, Mip; a?, B7) et les foncteurs
Ky, Lye (o0 l'on écrit Kyp et Ly au lieu de K o et L, y).
Kp(it) et Lyp(p) sont injectifs si i e 2. 8, 2. et 8. 3. permettent
alors d’énoncer:

TatorEME. — Soit G un systéme covariant (resp. contrava-
riant) WP — Gz; les foncteurs H, (K% G) et H (Ly»% G), (resp.
H* Hom* (Ky, G) et H*Hom® (Ly,» G)) sont naturellement
équivalents.
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9. 9. Soit X un objet de 47, et considérons la catégorie
(J&, ML, ok, BX) (cf. 5. 6.) et les foncteurs Ky, Ly (o0 I'on a
supprimé les » pour simplifier I'écriture). D’aprés la proposi-
tion 5. 6., Ky et Lx sont représentables et acycliques sur les
modéles. Ils sont aussi fortement représentables, comme on
le voit sans peine. Soit ¢ un morphisme de % i-e un triangle

commutatif
YI
| >x
Y

on dira que 1 e Jk si la fleche verticale est dans .
ak et % sont alors compatibles avec J% et on peut énoncer:

TutorkME. — Soit G un systéme local covariant (resp. conira-
variant Mg — Gz ; les foncteurs H ((Kx)ze % G) et H ((Lx)ye% )
(resp. H*Hom*((Kx)se, () et H* Hom*(Lx)sp, ) sont naiu-

rellement équivalents.

9. 10. ReEmarQue. — Soit T: K — L est une transforma-
tion naturelle de foncteurs fortement représentables @ — dg, A
telle que T: K,(A) - L,(A), pour tout Ae.l et ueS(A).
Notons () cette propriété.

Si T a la propriété (z), T induit une transformation naturelle
T%G: K¥G—->Lx%G et une transformation naturelle
Hom*(T, G): Hom*(L, G) - Hom*(K, G). T induit aussi
une transformation naturelle Ty: Ky;— Ly, et 1l résulte
de 8. 2. que T & la propriété (7). Enfin T induit une transfor-
mation naturelle T, : K, — L, pour tout objet Ae, qu
a la propriété (t). :

Supposons de plus que T soit une extension (donnée par
le théoréme 6. 1.,) d’une transformation naturelle

H, K| — H,Ljme.

Il résulte alors de ce qui précéde et de (6. 1.)* (6. 1.), que
les transformations naturelles H(T ¥ G), etc... sont les transfor-
mations naturelles H (K% G) — H (L% G) etc..., déduites du
théoréeme des modéles acycliques.

Or on sait que dans le cas p = 2, I'isomorphisme du théo-
reme 9. 7. appliqué a I'’homologie, et au systéme local cons-
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tant Z, est donné par les transformations naturelles d’Eilenberg
v:K,—-L, et f:L,—>K,

(cf. [2] et [8]) que I'on obtient explicitement en appliquant
directement la construction donnée dans 6. 1*. pour démon-
trer le théoréme des modéles acycliques. On voit immédia-
tement sur les formules explicites que V et f ont la propriété (7).
On en déduit en particulier ceci: I'isomorphisme (en cohomo-
logie) donné par le théoréme 9. 9. est induit par les deux trans-
formations naturelles

Hom*(VA)y, G) et Hom*((fu)y G).

10. — Systémes locaux et systémes locaux classiques.

10. 1. Systémes locaux classiques. — On rappelle, (cf. [7])
qu’un systéme local classique G sur un ensemble simplicial X
est la donnée :

(1) pour chaque sommet x, € X, d’'un groupe abelien G, ;

(i) pour chaque 1-simplexe z; € X, d’un isomorphisme
G(zy): Guz, = Gy, tel que si z; = 5579, G(2;) = identité,
et si g e X,, G(dyo) o G(dyo) = G(d,9).

a. Un systéme local classique G sur X e définit un systéme
local G au sens du §7 sur la catégorie My(cf. 5. 6.).

Pour le voir, on rappelle que les objets de My sont les
couples (A[r], ) ou z est une application simpliciale :

Aln] - X,

et que les morphismes de Nk sont les diagrammes commutatifs
dans 4: '

A[n z
b ’ .u X
42 9) A[lm]\/;:
on pose alors:
G(A[n], -’1«') = GX(O,.)’ G(ui z, y) = G(P)

ou pe X, est le 1-simplexe défini de la fagon suivante: dans
A[m], il existe un et un seul 1-simplexe dont les zéros faces
-sont 0, et u (0,); p est 'image par y de ce simplexe; les
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O-faces de ¢ sont djp = y(0,), dop = 2(0,), et G(u, z y,) est
donc un isomorphisme G(A[n], z) — G(A[m], y).

Le fait que G(syz,) =1dentité pour z, € X, entraine que
G(1v) = identité pour tout M e Ny; de méme

G(d,) o G(dy7) = G(d,o)

entraine que si f et g sont deux morphismes de My,
G(gof) = G(g) G(f).

G est donc un foncteur covariant Nx — Gz. Comme G(f)
est un isomorphisme pour tout morphisme fe M, on obtient
un systéme local contravariant en remplagant G(f) par I'iso-
morphisme réciproque G(f)™?

b. Un systéme local G sur My définit un systéme local clas-
sique G sur X.

Pour le voir, on pose, pour tout x e X,, et tout pe X

= G(A[0], :i:),
G(p) = G~ (d 5 dig, P) © ('(;l:f, éo\.;’ 5)

)
si G est covariant, I'isomorphisme du second membre de
G(p) devant étre remplacé par 'isomorphisme réciproque si G
est contravariant, (on a bien des isomorphismes car d,s'

\

et d,0' appartiennent 4 S(X) et par conséquent (cf. 5. 6.)
(@8‘:\&?? §)=(‘Z§T’ o’l-,\p-/, 5)’ ‘3(30\8/‘7 2:.5’ 5)2(3:817 3:9/» f3>

G est un systéme local classique: G(s,z) = identité car
G(1y) = identité pour Me Ny, et G(dy7) G(dys) = G(d,a)
pour s e X, car si f et g sont des morphismes de Ny, on a
G(fog) = G(g)° G(g) s1 G est covariant ou G(fog) = G(g)- G(f)
si G est contravariant.

¢. Soit G un systéme local (par exemple le- covariant) sur
Mx on lui associe par le procédé de b un systéme local clas-
sique G sur X, auquel on peut appliquer le procédé de a
on obtient ainsi un systéme local G’ sur M.

Alors G et G’ sont naturellement équivalenis: en effet, si
on exprime G’ en fonction de G en utilisant les constructions
explicites données dans a et b, on trouve que, si (u, z, y) est

le morphisme

A[n] ]
X
Y

”l
A[m]
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de My, alors

G'(A[n], 2) = G(_\ ], 200,)
G’(u ‘1’7!/ = i(Omayo my 3/) G u z, ?/ G(Onamoém T)

(GO, yoO,, y) est un isomorphisme puisque (0,, y+0,, y)
est non dégénéré).

La transformation naturelle G — G est alon donnée par:
T(A[n], ) = G(0,, z-0,, z). Le fait que T soit naturel résulte
de la formule méme donnant G'(u, z, y).

L’équivalence naturelle entre G et G’ montre que G(f)
est un isomorphisme pour tout fe My. Comme un systéme
local G sur M induit toujours un systéme local sur N
(en posant G(A[n], ) = G(A[n]), G(u, x, y) = G(u), on voit
que tout systéme local sur N pocqedn la propriété de trans-
former les morphismes, dégénérés ou non, de N en des iso-
morphismes.

10. 2. Puisque G et G’ sont naturellement équivalents, les
foncteurs Cx % G et Cx% G’ le sont aussi d’apres 7. 7.;
explicitons done Cx¥ G' (Y, f) ou (Y, f) € Yx; un morphisme
w = (9, fou, f): (A[n], feg)— (Y, f) est non dégénéré si
et sculement si y € Y, est non 'dégénéré. C, < (Y, f) est donc
égal a C,;(Y) c’est-a-dire au Z-module engendré par y. Avec
les notations précédentes, M, = (A[n], o §) et par conséquent
F’(l\l )-— G(A[0], fo 0 gu0,) = G4y en déﬁignant par y, le
« zéro-1eme » sommet de y, & savoir d, ... dy.

C,, x%¥ G’ (Y, f) est donc engendré, comme objet de (,q,
par les éléments de la forme y® g ot ge Gyy. On cons-
tate sans peine que la diffélentielle d’un tel élément est

dly ® g) = diy ® G(f(z))g + 2 (— 1)'dy ® g o p désigne le
1-simplexe d, ... d,y, et ou diy d01t étre remplacé par 0 si

dy est dégénéré. (i =0, ... n). Cx*% G'(Y,f) est donc le
complexe des chaines a coefficients dans le systeme local
f

classique sur Y induit par P'application X — X a partir du
systéme local classique G associé a G (cf. [7]). La considéra-
tion de G’ au lieu de celle de G a donc le double avantage
d’avoir un caractére fonctoriel et de donner tous les systemes
locaux induits par les applications Y — X.
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De méme Hom (C,x, G') (Y, f) est le complexe des cochaines
a coeflicients dans le systeme local classique sur Y indut
par I'application f: Y — X a partir du systéme local classique
G associé a G, c’est-a-dire: une n-chaine est une application
qui & chaque yeY, non dégénéré fait correspondre un ele-
ment 3(y) € G4p; la différentielle de 4 est la n-cochaine o7
telle que, si ye Y, est non dégénéré,

n+1

(e5)(y) = G(f(p))3(doy) + 2 (— 1)'5(dy)
ou p=d,...d,+,y et ou dy doit étre remplacé par 0 si
dy est dégénéré 1 = 0,1 ... n+1).

Si on remplace C x par (Cx) dans les considérations précé-
dentes, on obtient bien entendu les complexes de chaines
(resp. cochaines) classiques qui donnent I’homologie (resp. la
cohomologie) relative d’un couple formé d’un objet et d’un
sous objet de if, & valeur dans un systéme local de coeflicients.

10. 3. On peut développer les considérations analogues dans
4P (cf. §9).

Bornons-nous au cas de >

Soit X = (X,, X,) €% Un morphisme de N} est un couple
formé de deux morphismes, 'un dans N, Pautre dans N, :

Alm, Alm,
w=(u, 142)——-( [l ]>X., [T ]>X._,>: M >N e N
Aln,)

Aln,]

dans 10. 1. @ on a fait correspondre a chacun des modéles M,
un sommet z; de (X;), (¢ = 1, 2) et & chacun des morphismes
u; un 1-simplexe p; de (X;), (1 = 1,2).

Si G est un systéme local classique sur X, X X,, on obtient
un systéme local sur A% en posant

G(M) = GJ',X.QG(“’) == G(Pl X ‘52)

réciproquement s1 G est un systéme local sur MY, on obtient
un systéme local classique sur X, X X, en posant

G, x-= G((A[0], &), (A(0), £)) pour z,e(X;), (=1, 2)

et en définissant G(p, X p,) par la formule donnée dans
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10. 1. b pour G(p) en « dédoublement » tous les morphismes
qui y figurent, conformément a la définition des objets et des
morphismes de J%.

Partant d’un foncteur G sur My on obtient un systéme
local classique sur X, X X, qui redonne un foncteur G’
sur My: G et G’ sont naturellement équivalents.



CHAPITRE III

LA SUITE SPECTRALE DES FIBRES

11. — La catégorie des fibrés.

Etant donné un fibré = = (E, p, B), on lui associe une suite
spectrale (d’homologie) qui est un foncteur défini sur 7,
dont I’aboutissement est H,_(E) et dont le terme E;, est
canoniquement isomorphe a HyB, H,(F)) ou H,(F) désigne
un systéme local (classique) de module isomorphe & H,(F)
déterminé par le fibré. Pour arriver a ce résultat on considére
les deux foncteurs K, et L, :F —d(., K (resp. L) faisant
correspondre a = les chaines de la base B (resp. de I'espace
total E). On filtre alors L, (x) = C,(E) en introduisant la
notion de dimension d’un morphisme de ¥ dont la source est
un modele. Cette filtration permet alors de définir une suite
spectrale qui est un foncteur sur ¥, et dont I’aboutissement
est H (E). K, étant singulier, on se propose de montrer que
E,, satisfait, pour tout g > 0, aux hypothéses de 7. 10. On

\

a donc a démontrer que pour tout g > 0,

1) E,, est représentable
1) E,, est acyclique sur les modéles,
111) E,, est augmentable.

1

On désigne alors par G, le systéme local H,E_ |[F M =E]
D’apres 7. 10 on a alors

E* = H,E' ~ H,(K, %G,).

Il ne reste plus qu’a expliciter H, (K, % G,) ce qui est facile
en utilisant les résultats du § 10.

Le but de ce paragraphe est de montrer que E}, est repré-
sentable. En utilisant des sous-catégories J et } convenables
de 7, on démontre un résultat analogue pour les suites spec-

JFM.
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trales relatives d’un fibré et d’un sous-fibré (il y a deux notions
distinctes de sous-fibré d’un fibré donné).

11. 1. Soit 7 la catégorie des fibrés (cf. (1,5)); on désigne
par JN la sous-catégorie des modéles (i.e des fibrés dont la
base est un modéle A[n] € M). Si = = (E, p, B) est un fibré,
et f: X — B une application de ¥, le fibré (f°E, P, X) induit
par f sera désigné par f'x. On note que si f et g sont deux appli-
cations, les deux fibrés g*(f*r) et (fo g)*= sont canoniquement
isomorphes : dans la suite ils seront toujours identifiés. Soit
¢ : 7’ - n un morphisme de

E—! R
o: Pl L
B’ B

ct supposons que g, se factorise en g, o g,. Il existe alors une
application et une seule h: E' — giE telle que le diagramme

E—* . gE % E

P /P L

B’ X B
82 &1

commute et que Qo h = f: si ¢’ e E', alors he' = (g,p'e’, fe'),
autrement dit ¢ = @, o ¢, ou ¢;, désigne le carré de droite,
et ¢, le carré de gauche.

12. 2. Soient « et  les fonctions de dégénérescence de la
catégorie J (cf. (5.5.)) on définit des fonctions de dégénérescence
pour ¥, en posant pour tout morphisme ‘U: u — 7 ou ® € FNY,

E 1!

U: p| lpru—r Mem)

a(ll) = Uy, B(U) = U, ou ‘U, et U, sont les morphismes cons-
truits comme @, et ®, de 11.1. a l'aide de la factorisation
u = ((u) «(u). En particulier, U e S(x) si et seulement si
u e S(B), E' = «'E et s1 fest I'application canonique ¥*E — E.
I’application ‘It - u est donc une bhijection de S(w) sur S(B).
IEn particulier, la convention 5. 1. est vérifiée.
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11. 3. Avec les notations de 11. 1., disons qu’un morphisme
¢ edsiB’ cB, g: B' > B est I'injection canonique, E' = p~1(B’)
est I'injection canonique p~'(B’) - E et p’ = p|E’; disons
que @ €} si E' < E, B’ = B, f est 'injection canonique E' —~E
ct p' = p|E’. a et §§ sont alors compatibles avec J et J (cf. § 8).

11. 4. Le foncteur K, : 7 — dy,s.

Avec les notations de 11. 1., on pose K, (x) = C
K,(®) = C,(g).

Proposition. — K, est singulier.

(B) et

*

Démonstration. — Si ‘L est le morphisme de 11. 2.,
K, (=" U) = (C,(M), U);
comme ’application U — u est bijective si ‘Il est non dégénéré,

omn a, en identifiant K (%', ‘W) et C (M, u), t(U) et t(u), j(U)
et j(u),

Rym) =CB), K()=Cle)
on pose alors yx, (%) = yc,(B). K, est donc représentable,

fortement représentable et K. (%) = C,,(B). On pose de
méme U,(x) = U,(M), etec...

11. 5. Le foncteur L, : F — dG,,.
Avec les notations de 11.1, on pose

Li(m) = C(E), L(®) = C,(f)-
ProrositioN. — L, est fortement représentable.

Démonstration. — On construit une application X: S(E) — S()
de la maniére suivante: soit v: M —>E e S(E), (M e M), et N
le but de a(pv).

On considére le diagramme commutatif suivant :

B(pv)'E 2 - E

X
N Q v
\\\
N
P M P
N B

Blpe)
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ou P et Q désignent les applications canoniques (cf. 1. 5. d).
La commutativité du diagramme montre que pour tout m € H,
(«(pe)m, vm) « B(pe)*E. On définit ainsi une application Q:
M —B(pe)*'E qui completo commutativement (1) Le fibré de
gauche, soit u, appartient a JN, le grand carré est un mor-
phisme y.~—>7:eS(7:). On définmt ¥ comme étant l'application
qui a ¢ fait correspondre ce carré. Puisque L (%) = C,(E), on
définit y, (v) en posant, tout ee E,; ¢ non dégénéré :

yi.e = 1(26)Q(8") € L(w, Xé) c Ly(w).
(avec M = A[n], v =¢, etc... dans (1)).

On voit alors que 'y y., = identité, et que y,, est une trans-
formation naturelle L*——>i..*. Donc L, est représentable. De
plus, si ‘Ul € S(x), on remarque que P, (U) = 0 sauf si U e Im(Y)
et dans ce dernier cas, Y(2é)e =e. On en déduit que L, est
fortement représentable, et que L q (%) =0 si ‘U ¢ Im(Y),

Ly:(n)= % _C(E)

e =%

11. 6. Dimenstons. — Soit ‘ll le morphisme u. — t e de 11. 2.
On dit que ‘U est de dimension p, et on écrit dim Ul = p, si
M = A[p]. Les modéles de (FM); sont du type (v, d) ou
e JN. St (U, O : (v, Y) — (%, ©) est un morphisme de ¥,
on pose dim (U, Y.) = dim ‘UL

Les modéles de (ﬂ‘m)»p sont du type (&, &') o w et ' e FM
« et ' ayant méme base dans M. Si (U, U'): (w, &) = (%, ©’)
est un morphisme de .1'1 on a donc dimU = dim U'. On pose

dim (U, W) = dim U = dim ‘U,

On déduit de ce qui précéde une notion de dimension dans
la catégorie (“75)-‘

Le couple (4, L,) (resp. (43, Ly), resp. (5, Ly), resp. ((Fa)yn

(Ly)y)) vérifie alors les conditions suivantes :

11. 7. Compatibilité avec la dimension. — Soient (&, M, a, B)
une catégorie avec modéeles, fonctions de dégénérescence
a, B, et K, un foncteur fortement représentable covariant
@ —d§,A. A tout morphisme w dont la source est un modéle M,
on fait correspondre en entier >0, dimu tel que
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dim u = dim 1y. On dit que le couple (a, K,) est compatible
avec la dimension si
(1) dim B(u) < dim u, ’égalité n’ayant lieu que si B(u) = u.
(1) K, 4(A) 5~ 0 entraine dim u < n(A ea).
. (ii1) ,(¢) dd,(u) 5= 0 entraine dim ¢ < dim u 1’égalité n’ayant

lieu que s1 v = u.

11. 8. Filtrations. — Soit (@, K,) un couple compatible
avec la dimension. On pose pour tout objet Aea,

S,(A) = {ulu « S(A), dim u < p}
S/(A) = {ulu e S(A), dim u > p}
FPKn(A) = 2 Kn, u(A)’

u € Sp(A)

FrHom" (K,, G) = uels]m Hom (K, ,(A), G(M,))

ot I'on considére ces modules comme plongés dans X et

u€S8(A)
1 )
u€ S(A)

F,,K*(A) = g‘ FpKn(A)’
F, Hom* (K,, G)(A) = 2 F* Hom" (K,, G)(A).

Désignons par dF,p (resp. dF,) la catégorie des A-modéles
filtrés, différentiels gradués de filtration positive ou nulle
croissante (resp. décroissante) compatible avec la graduation
et la différentielle de degré (— 1) (resp. 4 1) la filtration
étant inférieure ou égale a la graduation.

Désignons par Ej, (resp. Ef9) le foncteur suite spectrale
défini sur la catégorie d, 5 (resp. dFy).

Prorosition 1. — Les modules F,K,(A) (resp. F? Hom*
(K,, G)) définissent sur K, (A) (resp. Hom* (K,, G)(A)) une
structure de d¥,, — module (resp. d¥Fy).

Démonstration. — C’est évident pour K, (A). Pour Hom*
(K,, G)(A) la seule difficulté consiste a vérifier que la filtra-
tion est compatible avec la différentielle. Or si on explcite
la différentielle de 7. 5* on trouve que si ¢ € Hom" (K,, G)(A),
¢ = (%), 8% = ((69)s) (°%)ue Hom (K,,,. (A), G(M,)) est la

fonction donnée par

(3%)y = "Eé“u) G(v) G(a(ur)) P (FY) s
27
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pour tout y € K, ,(A), et ol (dy)swy» désigne la composante
“de dy dans Kg,,)(M,).
Si ¢, est nulle pour dim u < p, ¢4, = 0 pour dimu < p
puisque (iii) entraine dim B(uy) < dim u < p si (dy) g = 0.
Donc si dim u < p, (3¢), = 0. C.Q.F.D.

RemarQue 1. — On a une proposition analogue pour
K,% G; mais il 'y a aucune démonstration nouvelle a faire
puisque (@, K% G) est un couple compatible avec la dimension.

ReEmMARQUE 2. — Si on explicite F,L, (%) on trouve que c’est
le groupe commutatif libre engendré par les simplexes non
dégénérés e e E, tels que

pe = Sq, ... Sq,b,, b, € B,, n=p+4gq.

Prorosition 2. — Les foncteurs E, K, E, (K, %),
Er 7 Hom* (K,, G) sont représentables.

Démonstration. — Soit u: M — A eS(A). On a

0wy () K () (L) = 0(u)e(u)y K(w)d (L) = 0(u)r(u) K (w)y:d (Lv)
= 0(u)R (u)r(Lu)y, = 0()i(u)K(Lu)j(Lw)x(1u)y,
= 0(w)i(w) K(1n)b(La)y, = O(u)i(w)d(1v) =

. M
soit :

(1) B(w)rd(w) K(w)(1v) = $(1v)
considérons alors I'application 6(u)y = K,(A) - K,(M). Elle
préserve la filtration car size K, , (A), O0(u)yz=0si v£0et
B(u)yzr =Y (1u)b(u)z € K, (M) si u=y, et alors dim u=dim1y.

En utilisant les notations de J. P. Serre (cf. [17]) on a donc

)y : Cooi gt Ky(A) = Gy g1 KyM) - (p + ¢ = n).
Mais on a aussi:
B(u)y.: CpoKu(A) > G K, (M).(p + g = n)

en effet si ze K, , (A), et st dim u < p, O(u)y est de filtration
< p d’apreés ce qui précéde et par conséquent df(u)yx aussi.
Supposons alors dim u = p, et posons y = 0(u)yz, dy = 3 1y,
ou y, € K,(M,). On a v ESOD

K._(u) dy = dK,(u)y = dK, (u)b(u)yz = d{(u)z = dz
et

de=K, ,(udy= 3 K. (uy= % $Bw)K,.(w)y.

v ES(M) v ES(M)



QUELQUES PROPRIETES DES FIBRES AU SENS DE KAN 419

On a ainsi la décomposition (unique) de dz surles composantes
Kgwy (A). D’apres 11. 7 (iii), les indices des composantes
non nulles sont de dimension < p si dz est de filtration p — 1.
y étant de filtration p, y, ne peut étre différent de zéro que
st dim ¢ < p.

Soit ¢,: M, > M avec dim ¢, = p; puisque ye K, (M)
11. 7 (ii1) montre que ¢, = 1y; donc B(uv,) = B(u) = u. Soit ¢
un indice tel que B(uy) = u. On a alors

p = dim B(uy) < dim u¢ = dim 1“ Ps

soit dim 1y = dim ¢ = p. ¢, = 1y est donc le seul indice tel
que B(uv) = u. Mais alors puisque dz est de filtration p — 1,
on a: Y(u)K,_, (u)y, = 0. Donc, en utilisant (1), on voit
que y, = 0: B(u)yz e G, K (M).

On voit de méme que
B(u)y.: By K (A) = By [K,(M) + Gy . K(M)
autrement dit O(u)y induit une application
E, K, (A) = E; K (M)
d’ou une application
X' Ep K, > B K,

La remarque 1 montre que la proposition est vraie pour
K,* G un raisonnement analogue au précédent montre que
Er?Hom* (K,, G) est représentable.

En appliquant la proposition 2 aux foncteurs considérés
dans 11. 6, on obtient un certain nombre de foncteurs repré-
sentables qui seront utilisés dans la suite.

RemarQuE. — L’hypothése que les applications p: E — B
sont fibrées n’est pas encore intervenue.

12. — La suite spectrale sur les modéles.

Pour poursuivre le programme établi au début du § 11, il
faut étudier la suite spectrale sur les modeéles. Soit A[r] la
base d’'un modéle u.. Pour montrer que E,, est acyclique sur .,
on commence par montrer que le terme E?(1) est isomorphe
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au terme E? du fibre induit au-dessus de O, par l'injection
0, — A[n], et dans ce cas, la base étant un point, la suite
spectrale se calcule immédiatement. Pour arriver & ce résultat,
on est amené a étudier avec précision, étant donné deux
morphismes homotopes ¥y et ®;: #’ — =, 'homotopie qui en
résulte pour les homomorphismes de modules différentiels
gradués E(d,) et E1(D,) (cf. 12. 2. et 12. 3). Quelques diffi-
cultés d’ordre technique compliquent légérement les démons-
trations.

12. 1. Lemme. — Sotent f et g deux morphismes:
A —B e d¥ A (resp. dF)), et k un homomorphisme de A-modules
A — B tels que

(1) kA,<B,;, (resp. kA" B"~)

(i1) kF,(A)c Fpy (B) (resp. kF?P(A) c FP—'(B))

(m) [f—g=dk+ kd.

k induit alors un homomorphisme k':E, ,(A) - E;., ,(B)
(vesp. k,: Ef9(A) - E2—"9(B)).

Dans ces conditions E™(f) = E"(g) (resp. E.(f) = E,(g) pour
r>2).

12. 2. Soit ¢,: ®' - un morphisme de fibrés:

E/ f
b p e
B’ T B

et k: I X B’ — B une homotopie telle que koe, = g. Il existe
alors (cf. 2.3 corollaire 2) une homotopie A: I X E' - E
qui prolonge f au-dessus de k, et qui est stationnaire sur p'~'(A")
si k est stationnaire sur A’ cB’.

Notons @,_, le morphisme ©’ — © que ’on obtient en rem-
plagant f par hoe,_, et g par koe,_,; écrivons pour simplifier
L* au lieu de Hom* (L,, G) et L] au lieu de L, % G.

ProrositioN. — Soit G un systéme local constant. Avec les
notations ci-dessus, h induit une application h:

Ep Lu(n') = Eppa g Ly(m)
(vesp. hy : ER9L*(w) — E&—"7 L*(xn")) telle que
d'ht + htd* = EAL)(®;) — E'L(D,)
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(vesp. dihy + hyd, = E,L*(®o) — E,L;(Pe)). De plus, hy (vesp ht)
est indépendante de U’homotopie h choisie au-dessus de k et
prolongeant f.

Démonstration. — Soit A le module dusystéme constant G.

Li(r) = L,(7)®;A, L*(x) = Hom; (Lx), A)
F,L.(x) = F,L,(n)®;A, FPL*(x) = AnnF,_,L (%)

(ou Ann désigne I’annulateur) etc...
D’aprés 5.5, h induit une homotopie U: L,(x") > L,,(%)
telle que dU + Ud = L (®,) — L (®,). Donc U®1, :

La(m") = L (m)

est telle que d(U®1,) + (U®1p)d = L/(P,) — L/(D,) (en
notant encore d la différentielle de L) et Hom (U, 1,):
Lr(w) — L*1(x’) est telle que § Hom (U, 15) + Hom (U, 14)s =
LA(y) — L),

De plus (avec les notations de 5. 5) U = X(— 1)'h. Comme
Pe oh=1ko(id X p’), on a poh; = k- p’; par conséquent si
¢ ek, est un n- s1mplexe non dégénéré de filtration p (cf.
11 8 remarque 2) i.e si p'e’ =s4 ... Soy b, (p + ¢ =n), on

ohe = P;Sal oo Sagby = Sa, ... sw, Ky b;, (en vertu des
re]atlons 1.2) ai, ... a, i’ étant des entiers qu’il est inutile
d’expliciter. Or k; b, est un (p + 1)-simplexe de B. Donc U
et U ® 15 augmentent la filtration de 1, Hom (U, 1) diminue
la filtration de 1. Le lemme 12.1 montre alors I’existence
de h; et A' ayant les propriétés demandées.

Il reste & démontrer que h; et A' sont indépendants du
relévement_h.

Soient h et b’ deux homotopies au-dessus de k qui prolongent
f. D’aprés 2.5 il existe une dpplication H: I X I X E' > E
telle que, pour e E' o, el e =0 ou 1 fixé,

H(a, 0, ) = h(2, 2)
H(d, 1, SU) = ’_l,(d, )
H(e, §, z)

pH(a, B, 2 )—'f( ,P x).

Considérons H comme une homotopie par rapport a la
deuxiéme variable : on pose Hj(a, ac) = H(sa,s, ... § ... s,
s;z) pour (a, z) e (I X E’) ,; et V= X(— 1Y H,.
on obtient: dV + Vd = C.(h (R — C L(h).
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Soit i Papplication identique I X E’ — I X E’. Considérons
la comme une homotopie entre applications E’ —~ I x E’, et
soit ¢ I’homotopie C,(E’) - C (I X E’) associé a4 i: on a
(ds + od)xz = (dy8', ) — (d4¢", z). Mais par définition,

C,(h")e = U/, C,(h)e=U

ou U’ est construit a partir de A’ comme U a partir de h. Fina-
lement :

(dVeo + Vdo)z = (U — Uz
= dVo — Vadz + V(d*, 2) — V(4,3", 2).
Or H(e, B, z) = f(z) donc V(d,_.2%, z) = ¢C,(f)(z) ou e = 0

ou 1 suivant la parité du degré de la chaine z. On en déduit le :

Lemme. — Supposons que z soit de filtration p, et que dx
soit de filtration p —1: alors (U' — U)z est un bord modulo
les éléments de filtration p; en effet

Vo augmente la filtration de 1 car Vsz est une somme alternée
d’éléments du type Hs, ... § ... 5,3, s;z) et
PHi(s, ... 8 ... 88t ,82) =k(s;8, ... & ... $08%,p"s8:%) = sk,p’a.

V(d,_.8', z) conserve la filtration puisque C(f) = L (P,)
conserve la filtration.

V(d.21, x,) conserve la filtration puisque c’est une somme
alternée du type H,(d,c', z) et que

BHi(dcali z) = k(1 —e, B’S.lx) = .Sj,-k (1 — ¢ le)

Fin de la démonstration. — D’aprés le lemme U ® 1, et
U’ ® 14 induisent la méme application A!: E1L/(n’) - E!L/(x)
et Hom (U, 1,), Hom (U’, 1) la méme application A, :

E,L*(x) > E,L*(=").

12. 3. Soit P, : (v’, ®’) - (x, ®) un morphisme dans F1y
c’est-a-dire un diagramme commutatif. '

\

E

H'
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Soit k: I X B'—> B une homotopie telle que koe = g
il existe (cf. 2. 3) une homotopie o': I X A" — A qui prolonge
f' au-dessus de k, et par conséquent une homotopie h:
I X E’ - E qui prolonge f et A" au-dessus de g. Notons O, _.
le morphisme (7', ®') — (%, ®) que I'on obtient en remplacant
f par hee_., ' par h'ce_. et g par kee,_.. On éerit L]
au lieu de Hom"* (L, G) et L/J au lieu de L*-;*G et on

suppose que le systéme local G est constant. h induit une
homotopie U: L, (=') - L,4;(x), A’ une homotopie U’:
L") - L,+,(®). Par passage au quotient on obtient une
homotopie UT L, 1 (v, &) > Ln+11 (x, ®) qui augmente
la filtration de 1 puisque c’est le cas de U et U’

Smt(u. ') une autre homotopie (I X E’;, I X A")—(E, A)
qui prolonge (f, f’) au-dessus de k et M1 I’homotopie construite
a partir de (% u’) comme U-‘ a partir de (h, h’). Il existe d’apres

2.5 unc apphcatlon H: IXIXA"—>A telle que pour
yeA’, a, Bel,

H'(a, 0, y) = h'(«, y)

H' (e, 1,y) = E’(“, Y)

Hl(e7 B) y) = fl<y) ,
BH'(“’ B’ y) = k(«, p'y)

Il existe donc, d’aprés 2. 5une application H: I X IX E'—>E
qui prolonge H’, et telle que, pour a, Bel, ze E’

(B
pH(a, B, 2

En utilisant le couple (H, H') on démontre comme dans 12. 2
que si z est une chaine de filtration p, telle que dz soit de
filtration p — 1, xEL*r],(TC’, @’), alors (My— Uq)z est un

bord modulo les éléments de filtration p. On a donc démontré :

PropositioNn. — Soit G un systéme local constant. Avec
les natotions ci-dessus, (h, h') induit une application

ht: E,, *I]r(“" 8)>Epqi, ;}(“7 o)
(resp. h, : E’,’"’Li(w, B) > E',"""’Lf‘(n', o’).
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telle que ARt + Rt = () — EAL(0,)
(I‘eSp. dlhl + hldl - ElLﬁ((Pl) - EILE]((DO)'

De plus, h, (resp h') est indépendante de I'homotopie (L, h')
choisie au-dessus de k et prolongeant (f, f').

12. 4. Le cas ou la base est A[0].

Sim est un fibré dont la base est A[0], = e 7, et y(1;) = 1c,
est la seule application non nulle (cf. 11. 5, diagramme (1)).
Done  F.L,(%) = F,L,(n), L,(w) = L (x) ® G(=),

L*(®) = Hom*(L,(x), G(x)).

On en déduit que :
(1) E; L (x)=E] ,L,(7) =ErL*®) =0 pour p>0 et r >0.

()  EgL,(r) = HL,(r), Ef L(r) = H,L(x),
EY9L*(x) = HL*(x) pour r> 1.

Soit (m, ®) un couple de fibrés dans 7y dont la base est A[0].

(%, @) € (:ﬁl‘(); et Y1z m) = 1L*]‘("» w est la seule application
non nulle. On en déduit que (1) et (ii) sont encore vérifiés si
on remplace L, par L}*'

Comme les modéles de i et 7 sont les mémes, ainsi que les
modeles de Fr et (:7*'3)1,,, on peut aussi remplacer L, dans (1) et
(1) par L*J et (L*J)J'.

12.5. On se propose de déterminer complétement la suite
spectrale sur les modéles. Il suffit donc de considérer les caté-
gories ¥ et JJ.

Soit O, le zéro-itme sommet de A[n], F, la fibre du fibre
n = (E, p, B) au dessus de O,, ¢ le morphisme de F1:

F,—> E

i PlFol 1p tu—- T
O" inj A[n]
Prorosition. — E2L/(i) et E,L*(t) sont des isomorphismes

de plus, il existe des homomorphismes h':E!'L)(w) - EL,(x)
et n:EL/(x)> E|L/(x) (resp. hy:E,L*(z) > E,L*(%) et
7 : E|L*(r) > E,L*(x)) tels que

(1): A" E; JLi(m)—E,y, JL/() (resp. h,: ER/L%(=) - Ef~"9L*(x)).
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(): d'h' + h'd' =1d sur E,L/(n) pour p >0 (resp.
dhy + hd, = id sur EfL*(n), p > 0).
(i) : d'h' = id — ne sur E)L/(x) (resp hd, =1d —en sur

E{L*(z)) ot ¢ est Uapplication canonique

E; ,Li(r) - H,E} ,L{(x) = E2 ,L(x)
(resp H'E} 'L*(w) = E7L*(m) — E}7L*(x).

Démonstration.

1€r cas: G est un systéme local constant de module A. — On
applique la proposition 12. 2. & ¢, : # — = ou ®, est applica-
tion identique, avec k = w, (cf. 1. 4). On peut alors relever k
en une homotopie h stationnaire sur Fy puisque o, est station-
naire sur O,. De plus kg, applique E dans Fy puisque w,v¢,:
Aln] = O,. (]’ se factorise alors en 1o, o j est le morphlsme

E 2, F,
]]31 ) lplF.,:z«»y.
Aln]—>0,

et j o1 = identité.
D’apres 12. 2, il existe h* (resp hy) vérifiant (i) et de plus
E2L/(d,) = E2L/(Dy). Comme P, =id et §p = i), on a:

E*L() » EPLY(j) = id
mais comme j o ¢ = 1dentité, on a aussi
E2L,(j) o E2L,(¢) = 1d.

Donc E2L,(z) et E2L,(j) sont des isomorphismes. On démontre
de méme que E,L*(i) et E;L*(j) sont des 1somorphismes.

Mais, d’apres 12. 4, pour p >0, E, L/(w) et E{7L*u)
sont nuls.

Donc E#7L/(j), E29L*(j) sont nuls pour p > 0 et finale-
ment E, L’ () et EP7L* () sont nuls. 12. 2 montre alors que
k! et h, vérifient (i).

Pour p=0, on a d'h =1id—E} L/1)E} L.j). Soit
z = dy,ye E} ,L/(x). Comme E] L))z = d'E] L)y =0,
on voit que Ej L, (i)« E; L, (j) est nul sur les d!-bords.
On définit donc une application v vérifiant (ii1) en posant
nex = E; L, (1) « E; ,L,(j)x pour zeE; L/ (t) méme démons-
tration pour L*



426 M. ZISMAN

28 Cas : G est un systéme local quelconque. — Sur les modéles,
L, est naturellement équivalent & L oG (cf. 7.6,) et par
conséquent, L;(w) est naturellement isomorphe a L () ® G(w),
L,(») naturellement isomorphe a L (1) ® G(u.), et & des iden-
tifications canoniques pres, L,(1) est égale a

L,(i) ® G(i) = (L,(i) ® id) « (id ® G(i)).

Désignons par G(rw) (resp G(w)) le systéme local constant
de module G(x) (resp, G(w)). L, (1) ®id = (L, ¥ G(r) (1))

et id ® G (1) sont des morphismes de d¥ ;. Par conséquent:
EPL{) = EX(L, % G(x)) (i) - EXid % G(i)).

Le premier facteur du second membre est un isomorphisme
d’aprés ce qui a été vu dans le cas G constant, le second facteur
est un 1somorphisme car ¢ e S(x) et que par conséquent G(t)
est un isomorphisme. Donc E2L,(¢) est un isomorphisme.

Comme LJ(w) est naturellement isomorphe a L, () ® G(z),
on peut pour calculer la suite spectrale du module gradué
filtré L,(x) utiliser le module gradué filtré L () ® G(x) c’est-
a-dire supposer G constant: d’ou (i) et (ii1). Méme démons-
tration pour L*(x).

12. 6. ProprosiTioNn. — On })eut dans la proposition 12.5,
remplacer L, par L.

Démonstration. — On utilise 12. 3 au lieu de 12. 2.

12.7. TatorkMe. — Les foncteurs E,L,, E, Ly E,Lj,

E,( */‘J)]" EyiL*, EYiLy, ETILY, ET‘“(L}‘,)J’ sont acycliques sur
les modéles.

Démonstration. — 1l suffit de considérer les foncteurs définis
sur ¥ et :TJ.

D’aprés 12. 5 et 12. 6 (i1) et (ii1), il suffit de démontrer que
k' (resp hy) et v sont naturels pour les morphismes de (F71)%,
¢’est-a-dire pour les morphismes du type :

E' —*—B(f)'E
O:p lR v —>7
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ouf:d[n'] - B, E — B est un fibré, et ou la fléche horizontale
supérieure est déterminée par 11. 1. Soient A? et A les homo-
topies définies par 12.5 pour les fibrés =’ et =, A" et h les
homotopies au-dessus de w, et w, dont ils proviennent.

ho(id X 3) et o h'sont des homotopies au-dessus d’une méme
homotopie I X A[n'] - A[r] puisque w, o (id X a(f)) = a(f) o 0,
(cf. 1. 4), et elles coincident sur 1 X E’. Or la premiére induit
ko E1L/(D?) et la deuxiéme EL;(P)A".

S1 G est un systeme local constant, le théoréme résulte de
12.2 qui affirme que Ao EIL/(P) = EIL/(P)h'2. Si G n’est
pas constant, on refait un raisonnement analogue a celui de
12. 5 deuxiéme cas: on suppose les coefficients locaux cons-
tants et on note A" ’homotopie obtenue & partir de A" en uti-
lisant le systéme local constant G(w) au lieu de G(x’); on a
E{(id ® G(])) o A'* = h" o E1(id ® G(D)).

Comme d’aprés ce qui précede,
It o B\(L, % G(=) (P) = E{L, % G(x)) (P) « 2"

on en déduit de nouveau ’égalité cherchée en multipliant les
deux membres par El(id ® G(P)).

Méme démonstration pour h;, méme démonstration pour la
catégorie (FM)J.

La naturalité de 7 résulte de la naturalité de A (resp h,)
de la naturalité de ¢, et du fait que ¢ est surjectif (resp injectif).

12. 8. TutortME. — Les foncteurs du théoréme 12.7 sont
augmentables.
Démonstration. — Soit ¢ : #' — © un morphisme non dégé-
néré de N, c’est-a-dire un diagramme commutatif
uw'E E
(1) ¢ l I
Alp)——A[n]

ol u est non dégénéré. Soit ¢ le morphisme

Fo,—~ u*(E)

l

OP inj A[P]
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ol F(,P désigne la fibre de =’ au-dessus de O,. Comme F, est
canoniquement isomorphe a F,,((,) la fibre de E au-dessus de
u(0,), et que EJL,(2) (resp E"L* )) est un isomorphisme
(cf. 12 5), 1l suffit de démontrer que EiL/(P)) (resp E;L*®)
est un isomorphisme quand p = 0, ce que ’on suppose désor-
mais. Si u(8%) = O,, ¢ n’est autre que 'injection de la fibre
Fo, dans le fibré w, et le théoréme résulte alors de 12. 5. Si
ce n’est pas le cas, soit p Punique 1-simplexe de A[n] tel que
dip = O,, dyp = u(2°). ¢ est non dégénéré. Si dans le diagramme
(1) on fait u=3, p=1, E{L,(]) et ESL*(]) sont des isomor-
phismes puisque §(0;) = O,. _

Comme u:A[0] > A[n] se factorise en §odys! et que
u*E:d’o\E/l*(@*E) il suffit de démontrer le théoréme pour

n=1c¢et u= d/0v§1 La démonstration est alors entiérement
analogue a celle de 12. 5: on applique la proposition 12. 2 en
prenant pour homotopie [ X A[1]—A[1] o; au lieu de
w, (cf. 1.4).

Méme démonstration pour (Ft)y.

13. — La suite spectrale des fibres.

13. 1. Les huit foncteurs du théoréme 12. 7. sont représen-
tables acycliques sur les modéles, augmentables. D’autre
part les quatre foncteurs K,, K5, Kjy, (K,5)'y sont singuliers

(cf. 11. 4, 8.2, 8.6). On peut donc appliquer les théorémes
7.10% et 7. 10,. Puisque H E' = E*, H*'E, = E,,on peut énoncer:
Tutortme. — Désignons par G, (Gy),, (G1)" (G1)~‘ 7, G,
(GT) (GT) (G1)1" les huit systémes locaux donnés par le
théoréme 12. 8.
Les foncteurs :
E, L, et Hy(K,xG,), E7L* et Hr Hom* (K, GY)
E:,Ly et Hy(K.%(Gy),), EF/L et He Hom (K ( e,
E, Ly et HP(K;]%(G})) E”"’Lf‘ et HP Hom (I\], (GT)
E:,q(L;J)j, et Hy((K *11* G‘l)’[q)
EC(LY) et HP Hom (K, (Go))

sont naturellement équivalents.
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13. 2. a. Soit G un systéme local quelconque sur FW. Soit
© = (E, p, B) e

Si (A[n], u) € ¥y (cf. 5. 6) on considére le fibré de FIN induit par
T et u:A[n] — B, soit ™. On pose alors G(A[n], u) = G(u"r).
Si (f, u, ¢) est un morphisme de 43, on pose G(f, u, ¢) = G(D),
ou O est le morphisme u*tm — ¢*n associé a la factorisation
u = ¢ o f et au morphisme naturel u*n — = (cf. 11. 1).

Au couple formé par un systéme local quelconque sur FI
et par un fibré w, on associe donc un systéme local sur Jy.
Or s1 ‘U est un morphisme non dégénéré de S(w), U est de la
forme

u'E E
! e
Aln] B

u
avee u e S(B). On en déduit ceci:

K**th (Tt) = C*B*Gq (B)’
Hom* (K,, 6%) (=) = Hom" (C,u, G7) (B).

De méme si (, ©’) est un couple tel que p: ¢’ —>rwed, oun’
est le fibré (p~'B’, p|p7B’, B’), B'cB) on a K ;%(Gy),
(m, ©) = (Cu)yx(Gy);, (B, B) et Hom™ (K, (Gy))
(=, =) = Hom* ((C,s)y, (G3)7) (B, B’). Appliquons 10.2: les
foncteurs G sont naturellement équivalents aux foncteurs G’
que I'on va maintenant expliciter, et 10. 2. donne explicite-
ment la structure des groupes différentiels gradués dont la
cohomologie (ou ’homologie) est naturellement isomorphe au
terme E2 (ou E,) de la suite spectrale du fibré.

b. Introduisons les notations classiques suivantes :

Si X est un ensemble simplicial, et G un systéme local de
coefficient classique défini sur X, on écrit H (X, G), H*(X, G)
au lieu de H (C.x ¥ G') (X) et H* Hom* (Cx, G") (X).

St X'e X, on écrit H(X, X’; G), H*(X, X’; ) au lieu de
H((C,x)3# G4) (X, X') et H*Hom*((Cx);, G5) (X, X').

c. Soient = = (E, p, B) un fibré, beB, et F, la fibre
au-dessus de b. Alors le systéme local classique associé a G,
ou G, (cf. 10. 1) associc & chaque b e By, le groupe

G, = E2, ,L{(b*)



430 M. ZISMAN
or L)(b*r) = L (b*t)® G(br) = C(F,) ® G(b*r) (cf. 12. 4) donc
G, = H,(F,, G(b*r))

de méme en cohomologie, G, = HYF,, G(l;*‘r:)).
Si peB; lisomorphisme Gy, — Gy, est fourni par le
diagramme

=

—- F

®

A[1) 1

T,

L ®

ou i, est le morphisme défini dans 12.5 et i, le morphisme
défini dans le dernier paragraphe de 12. 8. Alors

= (EzL’ ))? E2L’ (1)  en homologie,
= (E,L*(%))  (E,L*(;))™ en cohomologie.

On notera H,(F, G) et H(F, G) les deux systémes locaux
précédents.

d. Avec les notations de 11. 5, on voit que si 'on désigne
par i, le modéele représenté par la partie gauche du diagramme
(1) ou v = é, M = A[n], N = A[p], alors u, = w,, si Ye = Xe'.

De plus un calcul simple montre que (pé) O, = pé (0,).
Autrement dit, si ’on considére le systeme local G comme
un systéme local sur Jp conformément a 13. 2 a, et ce dernier
comme un systéme local classique sur B, G'(u,) n’est rien d’autre
que le groupe associé au point d; ... d,e par le systéme local
classique sur E induit par le systéme classique sur B et ’appli-
cation p: E — B.

En désignant encore par G ce systeme local, et compte-tenu
des formules :

%(X,@G)z (gXa)®
]] Hom (X,, G) Hom (Z Xay G)
on voit que:

L/ () est le groupe différentiel gradué des chaines normali-
sées de E a coefficients dans G.
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L*(x) est le groupe différentiel gradué des cochaines norma-
lisées de E a coeflicients dans G.

13. 3. Désignons par G un systéme local sur JFI, et par le
méme symbole G le systéme local classique induit par G sur
B, sur E, sur F.

Désignons d’autre part par (E’, p’, B’) un sous fibré de =
au sens J. On peut alors énoncer.

TutorkME. — (1) Homologie.

Il existe une suite spectrale dont le terme E’,, est naturelle-
ment isomorphe & H,(B, H,(F, G) et dont U'aboutissement est
H,(E, G).

11 existe une suite spectrale dont le terme E; , est naturellement
isomorphe a H, (B, B’'; H? (F, G)) et dont l'aboutissement est
H,(E, E’; G).

(11) Cohomologie.

1l existe une suite spectrale dont le terme K27 est naturellement
isomorphe a H? (B, H* (F, G)) et dont I'aboutissement est H*(E, G)

Il existe une suite spectrale dont le terme E2? est naturellement
isomorphe a H? (B, B’; H? (F, G)) et dont laboutissement est
H*(E, E’; G).

Ces suites spectrales sont des foncteurs sur la catégorie F
(ou Fy).

13. 4. On peut bien entendu développer les considérations
de 13. 2. pour la catégorie ¥y, et la catégorie (;7(1)3" Avec des

notations évidentes, en appelant (E’, p’, B’) un sous fibré
de = au sens J. (E”, p”, B) un sous fibré de = au sens }, on peut
énoncer :

TutoriMeE. — (1) Homologie.

Il existe une suite spectrale dont le terme E; , est naturellement
isomorphe a H,(B, B’; H,(F, F”"; G)) et dont I'aboutissement
est H,(E'vE"; G).

(i) Cohomologie.

Il existe une suite spectrale dont le terme E2 7 est naturellement
isomorphe a H? (B, B’; H* (F, F”; G)) et dont ’aboutissement
est H*(E' v E”; G).

Ces suites spectrales sont des foncteurs sur (:TJ)]'.
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RemArQuE. — Le théoréme précédent n’est pas le théo-
reme le plus général que I'on peut déduire, dans le cas de
la catégorie (7, )1 , du théoréme 13. 1. En effet I’élément le

plus général de (ﬂJ)} est un systeme de 4 fibrés : (w, '), (z”, w")

oun’ »>ned, @ >n"ed et n” —> m ey Le cas correspond &
,‘.tlllzg it

13. 5. Si (E, p, B) est un fibré au sens de Serre, et si S estle
foncteur qui a un espace topologique X fait correspondre I’en-
semble simplicial S(X) des simplexes singuliers de X, a un mor-
phisme f: X = Y P'application simpliciale S(f) = S(X) — S(Y),
S(E), S(p), S(B) est un fibré. Les théorémes 12. 2 et 12. 4 con-
tiennent donc comme cas particuliers les théorémes sur la suite
spectrale d’un fibré au sens de Serre. Dans sa these [17], J. P.
Serre énonce des théorémes de suite spectrale (pour’homologie
ct la cohomologie absolue) en prenant des simplexes cubiques.
V.K.A.M. Gugenheim et J. C. Moore [12], ont démontré, dans
le cas ou G est constant et dans le cas de ’homologie absolue,
que la suite spectrale de J. S. Serre et la suite spectrale obtenue
avec les simplexes singuliers sont naturellement isomorphes.

[19] a démontré qu’il existait une suite
spectrale analogue a celle du théoréeme 13. 4 en prenant des
simplexes cubiques. Le raisonnement de [12] montre que
cette suite spectrale est naturellement isomorphe a celle de
13. 4, apres application du foncteur S.

13.6. On a donné des théoréemes de suite spectrale pour
un systéme local G quelconque. Les seuls cas utilisés dans les
applications sont les suivants:

() G est constant.

(11) G est un systeme local sur ¥g. Il résulte de 12. 2 que la
connaissance d’un tel systéme local est suffisante pour calculer
la suite spectrale d’un fibré. Dans ce cas, la suite spectrale
n’est plus un foncteur défini sur ¥ mais seulement sur
la catégorie iy dont les objets sont des couples (%', f) ou
= = (E, p’, B’) est un fibré et f: B’ >Bed, et les mor-
phismes : (z', f) = (n”, g) des triples (D, f, g) ou P : ' —> =" e F,
est tel que g5 = f ol % est 'application induite par @ sur
les bases de =’ et & (resp. (Fy)y resp ((; "u)w);})
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14, — Structures multiplicatives.

14. 1. Soient K* et K™ deux foncteurs contravariants :

a—>d@f\ on définit un nouveau foncteur contravariant
a — d@j en posant:

(Ko K')y(A) = 3 Kr(A)®,K'7(A)

p+gq=n

(KesKY(f) = 3 K(f)eK(f)
pour Aea, f: A - B.

Lemme. — Si K et K’ sont acycliques sur les modéles,
(K® AK')* est acyclique sur les modéles.

Démonstration. — (Cf. (9. 3)). Soient Uk, nx, Ux’, ', les trans-
formations naturelles définissant l'acyclicité de K* et K™
sur les modéles (cf. (5. 4) a*). On mettra un indice ® & toutes
les transformations naturelles définies a partir de (K® K')*.

On pose

Ug(z®y) = (Ukz)®y + (— 1)%exnxz ® Uly

pour z € KP(A), y e K'(A), nxz (resp nx y) étant égal a 0 s1 p
(resp ¢q) est 5~ 0.
Alors

dgUg + Ugt'dg = 1d. pour n>0.
et Uld® =1d — €K7k ® EENK’.
On remarque que si ze KoA), yeK'9(A), exnez®exnxy
est un cocycle de (K® 5,K’)°. On pose alors
Ng(®Y) = (exnxT ® exMxy)
(ou la barre désigne la classe de cohomologie) et on a
Ugdy = 1d —egne.
Comme il est bien clair que Ug et ng sont des transforma-

tions naturelles, le lemme est démontré.

Cororraire. — HO(K®7K’') = HOK*® p HOK™ sur les
modéles.
En effet, 'isomorphisme est donné par (qx ®4x)e &g de
28
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la gauche vers la droite, et par ngo (ex®ex) de la droite
vers la gauche.

14. 2. Soient K™ un foncteur contravariant & — dG"y, et
Q: (K®pK')* - K"* est une transformation naturelle.
Notons ¢* 'application naturelle

H*(K*)® , H*(K"™) > H*(K® A K')*.
Soient L*, L™, L™ trois foncteurs contravariants & — dGj et
T':(L®yL')*— L™ une transformation naturelle.
On suppose que
(1) L%, L™, L™ sont acycliques sur les modéles.
1) K* K™, K™ sont représentables,
(i) I1 existe des transformations naturelles T, T'; T”
définies sur M*
T: HL* - H°K*, T': H'L™ — H°K",
T": H'L* — H°K"".

(iv) Le diagramme (défini sur M*)

H'L® zH L T8T, HK & y\H'K’

(. ® "I'L)0‘®T li* = Mo lex @)
HY(L® 4L')* H(K ® AK')*
o] |Eo@)

Ho(LII) —L Ho(K”)

est commutatif.
- D’aprés (1), (11), (i) 1l existe des applications
w :L*—>K*
{J.’ : LI* - K/*
‘l},” . L”* - K”*
qui induisent T (resp T’, resp T”) sur H° restreint a M2, et
qui sont uniques & une homotopie naturelle prés (cf 6. 1)
TutorimMe. — St les foncteurs K*, K™, K™, L*, L™, L™
vérifient les conditions (i), (1), (1), (iv), le diagramme
H*L*®, H*L"™* H*(u) ® H*p') H*K*® AH‘K'*
i* o H¥(9) l li* o H¥(®)
H*(L”*) H*(K”*)

est commutatif.

H‘(F’”)
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Démonstration. — Le diagramme
H* H*(u'
H*L*®AH*LI* (F-)® (F-) H*K*®AH#KN

i*} : |

H(Lo, L) Xe®¥ | HgKe,K)
est commutatif. Pour démontrer le théoréme, il suffit donc de
démontrer que le diagramme
H*(Le® L) 2e®r) HgKe, K)*
He (4] |x(@)
H*(LII*) H*K”*

H(p")

commute. Considérons alors les deux transformations naturelles

Qo(nop) et p"of: (L®y L) - K™

Sur les modéles,

HO(® « (1@ ) = HY(®) 0 Ho(@ ) = HY(®) o H'o (@ )
= H(®) o H'o (ex ® ex) o (T® T') 0 (. @ ) o
= T"H($) = H(p") « H'(¢) = H(p" = ¢)

d’aprés la définition de w, p', " sur M* (cf. 6. 1), et (1v).

Donc H(®o (v® w’)) = H'(" o). Comme d’aprés le lemme,

(L®p L')* est acyclique, le théoréme 6. 1* montre que

Do(u®w) et w”o sont naturellement homotopes.

C.Q.F.D.

)
)

14. 3. On reprend les notations du § 13.

Le cup-produit L*®L* — L* est compatible avec les
filtrations, et définit par conséquent une structure d’algébre
sur E,; pour cette algébre la différentielle d. est une anti-
dérivation pour le degré total. En particulier on a une trans-
formation naturelle de d@z-foncteurs

¥Y:Ep'@E)Y — Eyite
ou la différentielle du membre de gauche est donnée par

dz®y) =dz®y + (— 1)t z®dy

pour zeEP?

on a aussi une transformation naturelle de gz-foncteurs définie
sur FIM ;

ESL*®E,"7L* — E,+sL*
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qui induit par conséquent un cup-produit
o : Hom*(K,, G*) ® Hom*(K,, G*) — Hom*(K,, G'*9).
Appliquons le théoréme 14. 2.

TutoriME. — L’équivalence naturelle entre E,»7L* et
HrHom* (K, GY) est compatible avec les structures multipli-
catives, a condition de définir le produit de x € H* Hom* (K,, GY)
par y € H” Hom* (K, G¥) comme étant égal & (— 1)P9zu you
u désigne le cup-produit défini par O.

Le signe (— 1)?? provient du fait que si p? désigne la trans-
formation naturelle: Hom*(K,, G%) — E}, w®u? n’est pas
une transformation naturelle de dGz-foncteurs. Par contre si
on désigne par t l'application z®y — (— 1)’? z®y pour
ze ErIL*(x), yeErqL*(w), on voit immédiatement que
7w/ ®u? est une transformation naturelle de d(z-foncteurs.
Enfin les conditions (1), (11), (i), (1v) sont vérifiées: en parti-
culier (iv) est une évidence : la colonne de gauche est exacte-
ment égale a la colonne de droite, T, T’, T” sont les transfor-
mations naturelles identités.

14. 4. Passons au cas relatif, en nous bornant au cas de la
catégorie (7;)y; notons par abus de notation, L* le foncteur
(F3)y — dGz défini par L¥((w, =), (v", ©")) = L*(m) et par
L*(b, ¢, ¢", &") = L*(®) (x etc...eF, ® etc. sont les mor-
phismes de ).

Soit de méme Hom* (K,, G%) le foncteur (J.J)J, —>dGz le
foncteur défini comme L ci-dessus.

Le cup-produit est cette fois-ci un accouplement

L*® (Ly)y > (Ly)y
(resp. Hom (K*, G?) —Hom ((K*J)Jv, (GJ)qJ')

— Hom" ((K,3)y, (6)5""))-
le théoréme 14. 2 (compte-tenu du signe ((— 1)"?) donne
encore la structure multiplicative de A*B, B’; H*(F, F”; G))
compatible avec son identification au terme E, de la suite

spectrale : le produit est égal au signe (— 1)’? prés au cup-
produit.



CHAPITRE 1V

L’OBSTRUCTION A LA CONSTRUCTION
D’UNE SECTION D’UN FIBRE

15. — Le systéme local de ’homotopie de la fibre.

15. 1. Soit = = (E, p, B) un fibré, une section du fibré est
une application g:B — E telle que pog = identité. Une
section sur le n-squelette B", est une application g:B" - E
telle que p - g = identité. Si g, et g, sont deux sections: B - E
(resp B" — E) on dit qu’elles sont homotopes s’il existe une
homotopie k: I X B — E (resp I X B* - E) telle que

koey = g, koe, = g,

et telle que pok(a,z) =z pour ael,zeB (resp zeB");
si go|B’ = g|B’ ot B’ < B (resp B’ < B"), on demande de plus
que k soit stationnaire sur B'.

15. 2. Dans le chapitre 11, on a vu que I’homologie et la
cohomologie de la fibre déterminait un systéme local sur B.
En perfectionnant légérement le raisonnement du § 12, on
démontrera que les groupes d’homotopie de la fibre forment un
systeme local classique sur B.

Soit (E, p, A[1]) un fibré, et g une section de ce fibré. Dési-
gnons par Fy et F; les fibres au-dessus des sommets 0 et 1
par S (g(¢')) I'ensemble simplicial engendré par g(s!).

a. Soit w: I X (F,uS(ge')) — E l'application définie par

wa, z) =z (ael, zeF,y).

w(a, 9g8!) = guw,(a, 92') (xel, ¢ opérateur simplicial o, :
I X A[1] = A[1] est 'homotopie de 1. 4).
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Il existe une homotopie & qui prolonge u, telle que
koe;, = identité et que le diagramme

k

IxXE E
id.xBl i,_;
I x A[1]——A[1]

commute (cf. 2. 3).
kg, est une application E — F; telle que
8(3) > k(soch 3, g81) = (50, g3') = gn(50dsP, &) = 5080(0).

En particulier,
k ° EOIFI : (Fl’ g(i)) g (Fo’ g(O))'

Prorosition 1. — St k et x sont deux homotopies prolongeant
i et Uidentité au-dessous de w,, ko gy|F; ~ %0 ¢|F; rel g(1).

Démonstration. — D’aprés la proposition 2. 5, il existe une
homotopie

h:I X E—-E h:koey~ xogyrel FyuS (géh).
Donc

h(“’ ?g(dosl)) = h(a, ?iio gs‘) =ko Eo(':[fdo g31
= k(3,8 ¢dygct) = pgw,(di8, dyd) = ¢g(d48*) = g(0)

pour « €I, ¢ opérateur simplicial.
Autrement dit: A: I X g (1) - g(0) C.Q.F.D.

CoRroLLAIRE. — Pour tout
n > O$ Tl:,,(k o EOlFl) : ﬂn(Fla g(i)) - (“nFo’ g(O))

est un homomorphisme qui ne dépend que de la section g.

b. Soit maintenant w':I X (F,uS(gé') > E lapplication
définie comme i, en remplacant F, par F;, et v, par o (cf. 1. 4).
On peut prolonger 1’ et id par une homotopie k': I X E - E

au-dessus de wj, et
k' o&|Fy: (Fo, g(0)) — (Fy, g(1)).
Si x’ est une autre homotopie, prolongeant w’etid au-dessus

de wi, k' o |Fy ~ x"og|F, rel g(0).

Prorosition 2. — T, (kogy|F,) et =, (k' o&|F,) sont deux
isomorphismes réciproques.



QUELQUES PROPRIETES DES FIBRES AU SENS DE KAN 439

Démonstration — Soit K: I X Fy— F, Tlapplication
par K(a, z) = k(0, k' (¢, z) (x € I, z € F;;)). K est une homotopie
définie telle que Ko € = 1d, Kog = (ko so|F ) o k' og | Fy,
K(a, g(0)) = g(0) (« € I). Donc w,(koeo|Fy)om, (k' o, |Fy) =iden-
tité.

Méme démonstration en sens inverse.

15. 3. Définition du systéme local attaché d une section sur
le 1-squelette.

Soient (E, p, B) un fibré, et g:B' — E une section sur
le 1-squelette.

Si beB,, on pose F; = =, (F,, gb), ou F, désigne la fibre
au-dessus de b.

Soit p € B;. Le fibré §*E — A[1] induit par § posséde une
section §*g définie par §*g (§81) = (g8, (go §)78!) pour tout
opérateur simplicial ¢. Soit Q 'application canonique 3* — E.

Désignons par F, la fibre au-dessus de e du fibré 3*E — A[1],
et par F,. la fibre au-dessus de dp de E—-B (e =0 ou 1).

Enfin soit i: (Fq, g(dop)) = (Fy, *g(1)) Papplication définie
par i = (1, z) pour reF,,.m,(i) est un 1som0rphlsme car
i est un lsomorphlsme de complexes de Kan avec points bases;
de méme Q|F,: (F,, §*8(0)) - (Fy,, g(dip)) est un 1somorph1sme
qui induit un lsomorphlsme en homotople

Soit alors k& ’homotopie de 15. 2. associée a la section §*g.

On pose 7"(p) = m,(Q|F,) o my(k o &o|F) o w, (v) : Foe > F..

D’aprés 15. 2 = proposition 2, F*(p) est un isomorphisme.

Pour démontrer que F* est un systéme local (classique) sur
B, il faut montrer

(1) : F*(syb) = 1dentité si b e B,.
(1) F(dyo) = F*(dy6) o F(dyo)sic € B,.
ReEMARQUE. — On peut considérer ¢ comme une application
Foe = p*E et poser j = Qokogy: p*'E — Fy .5
Jois (Fag g(dip)) > (Fagg(dip)
induit alors w, (j ) = F(p).
15. 4. Démonstration de (1). — Puisque p = 5,0, dyp = dyp = b.

Dans ces conditions, Qe k est une homotopie I X ¢*E — F,
en effet, si P est la projection canonique §*E — A[1],

oon:@oPok,
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et ¢ applique A[1] sur ’ensemble simplicial engendré par le
sommet b. Donc Qoke (id X i): I X F, > F, est une homoto-
pie entre j o ¢ et identité; cette homotopie est rel g (b) puisque

Qok (x, ig (b)) = Qo k(a, dp*gd") = Qo5 g(wr(x, dy"))
= go b oy (o, ddt) = g(b)
donc w,(joi) =1d ' C.Q.F.D.
15. 5. Démonstration de (11). — Soit o € B,. Comme

do=3.d¥ (i=0,1,2)

on voit queE;'*E est canoniquement isomorphe a (J:gé)* (¢*E).

Donc, vu la définition du systéme local, il suffit de démontrer
(1) lorsque B = A[2].

Notons I, m deux entiers de I'ensemble {0, 1, 2}, I < m,
et soit n le troisiéme élément de {0, 1, 2}.

On note:

— F, la fibre au-dessus de d,d,32.

— (Ey, ms p1, m» A[1]) le fibré image réciproque de (E, p, A[2])
par a8 : A[1] — A[2],

— dm r apphcatlon canonique E, , - E,

— Umn:Fn—=>E n Jin:E n—>F les apphcatlons notées
i et j dans 15. 3,

— ki m l’homotopie qui sert & construire j, ,,

— W, » application qui sert a construire k, ,,

— S(g(dy%?), g(dyt?)) l'ensemble simplicial engendré par
g(dhd?) et g(dye?),

— . Papplication: I X (Fyu S (g(d,¢?), g(dy¢?)) — E définie

ar:
P e, z) =2z si zelF,, ael
(e, 98did?) = goy(a, $di?)
(eel; i =1, 2; ¢ opérateur simplicial).

Il existe une homotopie k: I X E — E qui prolonge p et
I'identité au-dessus de w,; ko¢g, est une application E — F,
que l’on notera J.

Considérons alors I’application :

K,:1X Eo, —>A[1] X E

définie par (w; o (id X p,;)) X (ko(id X g¢o,;)) C’est une appli-
cation I X E, ; — E,; qui prolonge id et &, , au-dessus de w,.
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On peut donc prendre k,, au lieu de k,, pour définir j, ,,
et par conséquent j, , = ¢go.1 k'o.18 = ko(1d X ¢o,1) oo =J 0 qo ;.
On a donc

fo,1 =Jo Go,1
et de méme

Joz = J°qos
considérons alors I’application

J°q1_2°k1_2°(id X ilﬂ): I X Fg —>F0. k
On a

Joquaokige (id X i) 0 g = J‘ffl,z °.i1,z

=Jo Qoi1°b1°/12°he = (fo.l ° io,l) ° (jl.2 ° ':1,2)
et

Jo G2 ° kl,z ° (id X il.z) ogy=Jo G1.2° i1,2 =Jo Go,2 ° io,z = jo.z ° ':o.z~

Enfin puisque k; , est une homotopie rel points bases, et
que

J(8(dod8%)) = k(0, gdodi?) = gwy(0, dody3?) = g(dydye?),

I’homotopie I X F; — F, est rel points bases. On a donc

.. . FM(dy0?) o F(dy0?
Ta(Joa © Y1) © Talf1,2 ° U1 2) = - é;l:z °)i02) gof“?")[(dlsz).
C.Q.F.D
RemMarQuE. — On désignera par le méme symbole 7 le

systéme local classique déterminé ci-dessus et le systéme local
contravariant sur la catégorie M.

15. 6. Le systéme local de ’homotopie d’'un complexe de Kan.

Si X est un complexe de Kan, la projection p: I X X — 1
fait de (I X X, p, I) un fibré.

Soit ze X, un 1-simplexe; on considére la section
g: 1 -1 x X définie par gé' = (&', z). Si on applique les
résultats de (15, 2, 3, 4, 5) on voit que z définit un isomorphisme

(X, doz) =, (X, dy, z) tel que si ¢ e X,, dy5 0 dy7 = dyo.
La correspondance :
Xo ez = 7,(X, z)

X ex—>7

est donc un systéme local (classique).
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16. — L’obstruction c¢**+'(g) (n>1).

16. 1. Soient (E, p, B) un fibré, et g: B" — E une section

sur le n-squelette. Soit zeB,,,, z € B" On considére le dia-
gramme commutatif :

(IX O )u(d X A[n+1)—L—~E
. inj lI—,
Ix A[n+ 1]

P
T 0 Wp 4y

ou f est l'application définie par

fla, Opyy) = gz (2], x, =d, ... dy7)
f(d, B) =g-&(B) (B<A[n+ 1]).

D’aprés 2. 3. il existe une application k:1 X A[n+1]—E
qui prolonge f au-dessus de Z o w,4,. ko¢g, est donc une apph-
cation

(A[n + 1]7 On+1)—'>(on? g(xo))

la classe d’homotopie de cette application (cf. 4.5) est un
élément de =, (F,), g(z,) que I'on désigne par ¢*t'(g) (z).

Prorosition. — ¢t (g) (z) est indépendant du choix de
Uhomotopie k qui prolonge f au-dessus de & o w, ;.

Démonstration. — Soit x une autre homotopie. D’aprés 2. 5
il existe une homotopie h: koey ~ kogy rel 0,4;. c.Q.F.D.
L’application z — ¢"*(g) (x) définie pour x € B, ; non dégé-
néré est donc une (n 4 1)-cochaine de
Hom "*+' (C s, 7) (B, 1d)
ou F" est le systéeme local défini par la section g|B! (cf. 10. 2).

16. 2. ProrositioNn. — La condition nécessaire et suffisante
pour que g soit prolongeable a B**' est que c**' (g) = 0.

Démonstration.

a. La condition est nécessaire en effet, si g est défini sur
B"t', on peut dans le diagramme de 16. 1 remplacer A[n + 1]
par A[n + 1]. On obtient une application ko ¢y : A[n + 1] > F,,
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dont la restriction & A[n + 1] est un représentant de ¢*+'(g)z
(.’D € Bn+i)‘
On applique alors 4. 7.

b. La condition est suffisante. — Soit z e B,;;. Puisque
c"t'(g) (x) = 0, lapplication keoeg, de 16. 1. est prolongeable
a A[n+ 1] d’aprés 4.7. On considére alors le diagramme
commutatif :

(IxAln+1)v(O0xA[n+1))——~E

inj P

IXAn+1] —B

X 0wy
ou f’ est 'application défine par
f(x,8) = k(x, ) (x< T, B < Aln + 1))
(0, B) = keoeo(B) (Bed[n + 1]).
D’aprés 2.3, 1l existe une homotopie K: I X A[n + 1] > E
qui prolonge f' au-dessus de £ o w,4,.
Onpose g’z = Ko, 8"+', g'sy, ... 80,8 =S4, ... Sq, g'.
g’ est un prolongement de g puisque pourt=0, ..., n+1ona:
d‘g,m == d,(K. o 51)3’.4—' - (K o El)dlsn-’-’ - (k ° 81)d18n+‘
= gozdS"t' = gdx.

RemarRQUE. — Il résulte de la démonstration précédente
que si g est connue sur un sous-ensemble simplicial B’ ¢ B,

&+'(g) « Hom™' ((Co)y, #) (B, B

ou l'on a écrit (B, B’) au lieu de ((B, id), (B’, t)) ou i est I'injec-
tion i: B’ - B. :

16. 3. ProrosiTion. — ¢"t' (g) est un cocycle (n > 1).

Démonstration.

a. Soient zeB,,;, z non dégénéré, Q: Z*E — E Papplica-
tion canonique, Z*g: A[n + 1] - 2'E la section définie par
F*g (de"t) = (dd" 1, go £dc" ).

Il existe une homotopie k: I X #*E — Z*E stationnaire sur
0,41, qui prolonge 'identité au-dessus de w,,.

Il est clair sur les définitions que:

Qo (kogy)od*g: (An + 1], 0,4,) — (F.,, g(x0))

est un représentant de c**1(g) (z).
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b. Soit alors y € B, ,, y non dégénéré. On a (cf. 10. 2)

(8c+(g)) (y) = 7(p) e*+1(g) (doy) + 2 (— 1)+ (g) di(y)

ot p désigne le 1-simplexe d, ... d,;.y,
— soient ¢ et j les applications définies dans 15. 3, 7
— Jri :E,Tng — F,. l'application Qo (ko¢,) définie dans
a avec x = dyy,
— "1 Fy — ?clo\y‘E Papplication z — (0,4, ),
— A:3*E - %*E Tl'injection canonique,
— :a-o\ng — #*E I'injéction canonique.
Le diagramme commutatif
(IXAE'E)v (1 X §'E) ——1 §"E
linj lp
I X 7E

WX Peeny At
ou f est 'application définie par
fl,z) =z  (z<y'E)

fla,A\z) = Ak (a, ) (z€f*E, ael, h:I X J'E >'E est
I’homotopie qui sert a construire j)

montre qu'il existe une homotopie K: I X #*E — 4*E qui
prolonge f au-dessus de (id X P)ow,,.

Soit Q"t2 I’application canonique ¥*E — E;

I1 résulte de ce qui précéde et de a que

(1) Q**2eKogyod =.

(1) Q"*2eKogyoy'go (/i:g"H]A[n + 1] est un représentant
de ¢**'(g) (diy) pour : > 0.

Mais on a aussi:

(it) Q+*eKoego§*godee"+*|A[n + 1] est un représentant
de #(p) ¢"*'(g) (doy). -

En effet, le diagramme :

EE'E M g"E Q*+20 Ko, Fd‘?
in+ Il i )\l /
Fay *E

est commutatif.
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On considére alors 'homotopie

H= Q'+ Koggowoko(id X doy*g) : | X A[n+ 1] > F,,.
On a '

H"E, = Q"+2o Koeoo‘u.nc’l-.:p;*g = Q"+2o I{ogoo:(.I)"‘g11,-(1\‘:8"'l'2
Hogo = Q"+2o Koeoo‘u.oi"+'oJ"+‘o;io\:l;*g

p—d Q"+20 Kogooloio‘]"‘i" ?d?!;*gzjo io J"+i o ,E*g
de plus H est stationnaire sur 0,4, car cela est vrai pour k
(111) est donc bien vérifié puisque j o ¢ induit F*(p) et J*+'o aj*g
est un représentant de ¢"*(g) (dyy) d’aprés a. A

c. Soit alors @ : A[n 4 2] — (Fy, g(dip)) 'application
Q= Q2o Kogoy'g

on a O(dy ... d,1,0"*2) = sog(dyp) puisque jg(p) = sog(dsp).
On peut donc appliquer la proposition 4. 6. & ¢. Compte tenu
de (1) et (iii), 4. 6. implique dc**1(g) (y) = 0.

C.Q.F.D.

16. 4. Soit f: A - B une application. On définit une sec-
tion f*g: A” — f*E du fibré induit par f en posant

f*g () = (z, gfz) pour tout z e A"
Désignons par f**+! Papplication Hom"** (C_s, F) (f, f, 1d).

ProrositioNn. — ! (f*g) = fr+ic*+1(g).
Cest évident sur les définitions (en utilisant par exemple
16. 3 pour définir I'obstruction).

17. — La cochaine différence.

On peut donner une définition directe de la cochaine diffé-
rence (cf. 17. 11). Les propositions 17. 7 (dont la démonstra-
tion serait alors analogue a celle de 16. 3. — tout en étant
beaucoup plus possible —) et 18. 4. montrent cependant
qu’on a intérét a donner une définition qui mette en évidence
les relations existantes entre la cochaine différence et le cocycle
obstruction (cf. Steenrod [18]).
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17. 1. Notations. — Soient g, et g, deux sections sur le n-sque-
lette B" du fibré (E, p, B) et k une homotopie gy|B"~* ~ g,|B"~?
(cf. 15. 1). On considére le diagramme commutatif :

(I x B*-1)u (0 x B") E

ni e

I x B® ——B

ou la fleche du haut représente I'application égale a k sur
I X B*1 a g, sur 0 X B" et la fleche du bas le composé de la
projection I X B* — B" et de l'injection B — B.

D’aprés 2. 3. il existe une application x: [ X B* > E qui
prolonge k et g,.

(I X E, id X p, I X B) est un fibré que 'on muni d’une
section h sur le n-squelette (I X B)" en posant
h(a, b) = (¢, (2, b)) pour («, b)e(I X B)*—sidyt X B"
h(a, b) = (a, g,b) pour («, b) e sidye* + B".

On prolonge A & un sous-ensemble de (I X B)"*! en posant
h(a, b) = (a, x(a, b)) pour (a, b) = (s, ... & ... 50, s;b")

b’ eB,, 1> 0.

On désigne par

F le systéme local sur I X B défini par le n-ieme groupe
d’homotopie de la fibre et la section A|(I X B), et aussi par F
le systéme local (contravariant) induit sur la catégorie NG g
(cf. 10. 3).

V* la transformation naturelle Hom* (Vys, F): Hom*
(Ly,s, F) > Hom* (Ky s, F) (cf. 9.9 et 9. 10).

f* la transformation naturelle Hom* (fis F) (cf. 9.9. et
9. 10.).

F.e =0 ou 1) le systeme local sur B défini par le n-ieme
groupe d’homotopie de la fibre et la section g,/|B*.

17. 2. Eazplicitation de F. — Les fibres de
(I X E,id X p, I X B)

sont du type d3! X F, (xeBy, e = 0 ou 1). Les points bases
de ces fibres sont h(dS!, z) = (d5, g, _.7).

my(dS X F., h(dS', z)) est canoniquement isomorphe &
7.(F., g -.z). Pour rappeler que la fibre est d.8' X F, on écrira
m(dS! X Fy, h(d2',x)) = (d L', n,(F,, g—.x) et, comme dans
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5. 1 d, on introduira les isomorphismes i(dz2), j(d, 31) qui
constituent a écrire ou effacer d,o'. Pour s1mphﬁer on écrira
comme d’habitude e & la place de d,_.3".

Soit alors p € B,, x € B,. En utilisant 15. 3 on voit que

(1) F(soe, p) = i(e)Fe(p)i(e),

(i) F(, soz) = i(0) k(&", s02) j(1),
ol k(, soz) : my(F,, g12) = m,(F,, gox) est 'isomorphisme induit
par le 1-simplexe k (3!, soz) € F, (cf. 15. 6.) (on rappelle que
k(3 syz) e F, car pk(e*, syz) = sez d’apres 15. 1

En appliquant 15. 3. (ii) & o = (5,8, s;p) et & o = (5,8, spp)
on voit que

(iii) (3, p) = F(s40, p) o F(E', sodop) = F(3*, sodsp) ° H(s01, p)
les formules (1), (11) et (111) explicitent complétement F en fonc-
tion de &, et k.

17. 3. L’équivalence naturelle ©: F, — F, associée & une
homotopie go|B! ~ g;|B.

Soient (M, u) € §5 un modéle (u: M—B, M € M), et . ’homo-
topie go|B* ~ g|B!. On considére I'isomorphisme

T: 5 (M, u)—>F(M, u)

défini par v — (8, u(0))y ou O désigne le zéro-iéme sommet
de M
17. 2. (i) montre que 7 est une transformation naturelle.
Dans la suite on prendra . = k|I X Bt

17. 4. Les transformations naturelles Y;(e = 0 ou 1) (n > 1).

Soit Z le systéme local constant sur I (ou M;) de module
I’anneau Z des entiers rationnels. On obtient un systéme local
Z®JF, sur 1 X B (ou Myp) en posant pour tout zeB,,
(¢,p)el; X By,e, =0o0ut:

(Z®F)e,o =L®7(F,), = (F.),
(Z®F,) (a, p) =1d®Fy(p).
On considére alors les homomorphismes
'-l)g H (Z ® Z‘ﬁ‘)e', z —-> gel’ z
définis par do = F(a, sz)1(0)
b = F(B, s0z)i(1)
ou a (resp f3) est I'unique 1-simplexe de I tel que dya =0,

dox = ¢’ (resp diff = ¢, dyff = 1).
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D’apres 17. 2. (1), (1), (i11), . est une transformation natu-
relle Z® J, — F de fonctions contravariantes dont la source
est Cntl’g

D’aprés 7. 7 4, induit une transformation naturelle.
(1) Hom"* (Kyp, Z®F,) — Hom* (Kys, %)
Comme d’autre part on a une transformation naturelle
(2) Hom™(Cy, Z)® Hom" (Cp,F,) — Hom" (Kys, Z®F,) ().

On en déduit par composition de (1) et (2) une transforma-
tion naturelle de foncteurs de source Jy p:

\l/:: Hom* (CI, Z) ® Hom* (Cnﬁe) - Hom* (KI,B, 5)
17. 5. L’isomorphisme A* (n > 1).
Soitu: (I, B) — (I, B) I'injection canonique dans Yy 5. Pour
chaque p=0,1,... on définit un isomorphisme

A : Ker Hom?*! (Ky s, F) (u) - Hom? (Cg, F,) (B, 1d)

de la facon suivante:

Ker Hom?P*1(K;, 5, F) Il Hom (8¢ z, #(A[1], A[n], &, £))
T non degeneré

et Hom? (Cg, 7y) (B, 1d) = [] Hom(z, Fo(A[n], 2)).
Z€B,
z non dégénéré

Si ¢ € Ker Hom?*! (K, 5, F) (u) on pose, pour tout zeB,
z non dégénéré,

(Wg) (@) = (— 1) j(0) $(3 2).
LEMME. — AP+ § = gA%,

Démonstration. — Soit p =d; ... d,y,z avec z € B,;,, z non

dégénéré, alors (cf. 10. 2)
(8Mg) (x) = §0 (—1)" (Vo) (dx) + Fo(p) (7\"?) (doz)

= 3 (—1)"*j(0)e(¥" ® dix) + (—1)"Fo(p) (j(0) (3" ® dox))

i>0

() Un objet de ¥y 5 est un couple formé d'un objet de ¥, et d'un objet de $5. Le
foncteur de gauche associe a4 (X, Y) (XeY;, YeSg) le complexe Hom*(C,, Z)
(X) ® y Hom* (Cg, &.) (Y), 4 un morphisme de §; jle produit tensoriel des morphismes
dans dG} correspondant aux morphismes dans §; et d,,.

Enfin la transformation naturelle (2) est bien evndente avec des notatlons évi-
dentes, ¢ ® ¢’ elle fait correspondre la cochaine z ® y — ¢(z) ® ¢'(y).
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et
(39) B @) = — 3 (— 1) (3% diz) — F(s00, p) ¢(30 doc)
d’ou
(e +13g) (a) = — 3 (— 14+ j(0) (6" @ )
| — (— 1P #j(0) 5(s, 0, ¢) (38 doz)
ce qui démontre le lemme compte tenu de 17. 2 (i).
17. 6. Définition de la cochaine différence. — Soit
¢.€ Hom’ (Cy, Z) (I,1d)
la o-cochaine définie par ¢.(¢) =1 ¢.(1 —e) =0 (e =0, 1).
(g0, 8 B) = Vo ()41 (30 8 & (g))—41*(52 @ ' (5,))

est une (n 4 1)-cochaine de KerHom"“’"(KI pJ¥) (u) en effet, si
‘zeB,;,, £ non dégénéré,

VrHeH (R (dy S @ 3) = o+ (k) (Vd, 3 © 7))
= "t'(h) (s3+'dy8, z) = (i, "+'(g) (2))

(la derniére égalité résulte du fait que les faces de (sit+'d,d, z)
sont (sid,8, dix) sur lesquelles h = id X g,)

$5* (30 ® "+(80)) (di8" ® 7) = (1 ® ™ (g,) () = (18", ¢*+'(80) @)
(@t () (dd @) =0,

donc c"*'(go, g1; k) (d,3' ® ) = 0. De méme
c"t'(goy &3 h) (St ® ) = 0.

DErFintTioN. — On appelle cochaine différence la n-cochaine

de Hom"(Cs, %,) (B, 1d) définie par (n > 1)
d'(go, g1; h) = (— 1)+ (g0, &1 h).
17.7. Prorosirion. —8d(g,, g; k) = c*'(gy) —rc™H(g) (n>1).

Démonstration. — V*, A%, {;, ¢ commutent avec 3, et
c"t'(h), ¢**'(go), ¢"*'(g1) sont des cocyles, donc:

3d"(go, 813 h) = (— 1) A (— (330 8™ (g0)) —1(872 8™ (81))

sizeB,,,, z non dégénéré, on a donc (puisque (8p,) (&) = — 1,
() () = 1)
3d"(go, 813 h) () = —j(0) (— % 1® " (g) (2)

+ {41(1®6"“ g1 (z)) = ¢"**(g) (2) —c" (&) (2).
‘ 29
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17. 8. ProrositioN. — La condition nécessaire et suffisante
pour que k soit prolongeable a 1 X B" est que d*(g,, g,; h) = 0.

Démonstration. — 1l est clair sur les définitions que la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que k soit prolongeable a
I X B" est que h soit prolongeable a I X B"c (I x B)*+1.,
Soit ¢ Tinjection I X B"— 1 X B. On rappelle (cf. [2])
que V(31 ®x) = X(— 1) (s, ... 8 ... 80, sx) (xeB,, z non
dégénéré) et que

F(shoeesi ... 50 82) =05sii£0, 8'®x sii=0.

Comme c¢"*t1(h) (s, ... 8 ... 8, s¢) =0 s1 1t <O d’apres
16.2. et 17.1, et que ¢"t! fr+l {1 41 (@, ®c "+ (g,)) =0

(puisque ¢, est une zéro cochaine), on en déduit que
L () (g 15 H) = (— 1P O G (),

Donc si d*g, g1 h) =0, "t "*+1(h) =0 ce qui entraine
d’aprés 16. 2. et 16.4. que h est prolongeable 4 I X B" Réci-
proquement si ¢" 1 " +1(h) =0, (A")"2d"(g,, & ; h) € Kero"+1fr+1,
Or si ¢ € Ker "1 f*+1 5(81®2) = 0 pour zeB,, z non dégé-
néré. Donc (A")~1 d" (g, g1 ; h) est nulle car cette cochaine est
nulle sur d,0' ® z pour zeB,,;,  non dégénéré et sur 3 @z,
x e€B,, £ non dégénéré.

RemarQue. — Il résulte de la démonstration, que si k est
connue sur un sous-ensemble simplicial B’ ¢ B,

d"(go, &1; h) € Hom" ((C*B)J, Fo) (B, B).

17. 9. ProrosiTioNn. — St g, et g, sont deux sections sur le
n-squelette homotopes rel B°, on a c*t'(g,) = c**'(g,).

Démonstration. — Soit x: I + B* — E 'homotopie donnée,
et soit h: (I X B)» > I X E la section construite a I’aide de x
comme dans 17. 1. D’apres 17. 8 on a d* (g, g; k) = 0, donc
d’apres 17.7. ¢*t'(g,) = 7c"t'(g,). Mais x étant une homo-
topie rel B°, = est I'identité. C.Q.F.D.

17. 10. ProrositioNn. — d(g,, g; h) ne dépend que de
k:gB*~' ~ g,|B*~".

Démonstration. — Soit »’ une autre homotopie prolongeant k,
et b’ la section correspondante.
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"~ D’aprés 2.5, il existe une application K: I X I X B*— E
telle que:
) = %(a, z) ael zeB"

K(a, 1, z) = *'(a, z), ael, zeB”

K(a, 3, y) = k(a, y) a,el,yeB!

pK(e, B, z) = z, a,pel,zeB"
on définit alors une application H: I X I X B> 1 X E en
posant

H(a, B, ) = «, K (2, B, 2) pour Bel,
(@, z) e (I X B)" —s,d,8' X B"
H(e, B,2) = «, g(z) pour Pel, (a,z)esids X B"
H est une homotopie (par rapport a la deuxiéme variable):
h~h rell x B~
Done, pour n > 1, ¢*t'(h) = ¢*+' (k') d’aprés 17. 9.
C.Q.F.D.

ReMaRrQuE. — Puisque d*(g,, g,; k) ne dépend que de k,
on écrira désormais d"(g,, g,; k) au lieu de d" (g, g; h).

17. 11. Le cas ou g|B** = g|B"1.
Si k est I’homotopie I X B*~! — E donnée par

k(@ 2) = g(@) = &(@)  pour el zeB,

on pose d" (g, &) = d" (g, &1 k).
Soit G,:A[n+ 1] — E Papplication définie par

GZd,S""’l = (g o &)spdj—,8" pour j>1

(x € B,, x non dégénéré, g = g,|B"! = g|B"1).
Le diagramme commutatif

(I X 0,41)u(1 X Aln + 1)) -E
inj - P
Ix Aln+1] N

ou la fléeche supérieure désigne I’application égale a G,
sur 1 X A[n+1] et a g(dy ... dzg) sur I X 0,4y
permet d’appliquer 2.3: on obtient une homotopie D:
IX Afn+1]>E et Dogy: (A[n+ 1], 0,41) — (Fay 8(z)
ownzry=d, ...dux
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On voit facilement que la classe d’homotopie de D o ¢y est
égale a d(g,, g) (x). En particulier cette classe est indépendante
de 'homotopie D qui prolonge G,. Il revient au méme de
définir d(g,, g) de la maniére suivante: (cf. 16. 3 a). Soit

#*G lapplication A[n 4 1] — Z*E définie par:
FO(d) = gy () = (3, gi(a))
FG(dH) = £ (8"F) = (&", &(2))
et pour j >1
FG(dSrt!) = &*g(sodj—8") = spdj— 0", sp8d;_ .
Soit D une homotopie: I X #"E — Z*E stationnaire sur O,,
qui prolonge I'identité au-dessus de w,. Alors d(g,, &) (z) est

la classe d’homotopie de QoDeog, 0o £*G ou Q est Papplication
canonique &'E — E. -

17.12. ProrosiTioN. — Soient g,, g, g trois sections sur
B" qui coincident sur B"~'. On a:

d(go, &) =d(g, &) + d(g1, &) (n>1).

Démonstration. — Soit G,, I'application &*G fabriquée avec

les sections g et g, Soit G:A[n 4 2] - E [Papplication
définie par

G(didy3"+?) = Gog(diS"+") i=0,...,n+1
G(didoS"+?) = Ggy(diS™+") i=0,...,n+1
G(didzgn-i-,) = Glz(dign-l-‘) 1= 0, coey n + 1
G(ddA™?) = sisodgd_.s" dd" ' i=0,...,n4+1, j>2.

-

on vérifie sans peine que
G(dy ... dys8"*?) = 5,3*g(dy ... d,") = s08(%0)

appliquons la proposition 4.5. & Qo Do¢g,oG: on obtient le
résultat cherché.

17.13. ProrositioN. — Soit ¢ € Hom"(Cs, F,) (B, id); il
existe une section g, définie sur le n-squelette de B telle que
&i|B"~! = g|B"~" et que d(g, &) = 9

Démonstration. — Soit z € B,, z non dégénéré, z, = d, ... d.z,

soit y une application (A[n + 1], 0,4,) (F., g(z,)) dans la
classe de 3(z) e ®, (Fa, & ().
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Soit Y=(0%x A[n+1])u(1 X A'[n+ 1] u (I X 0,4,).
On pose:

H(0, B) = y(B), ﬁeA[n—f—i]
H(1, B) si B=dgot
sgosodj_,x s1 B=dgo"t' j>0
H(z, 0,4,) = g(z,) ael, z,=d, ...dz.
Le diagramme :
Y = .E
ln]l lp
IxAm+1rW%ﬂB
est commutatif donc H est prolongeable 3 K : I X Aln+1]—>E
(2. 4. lemme 3). On pose alors G, = Hoe,, g(z) = G,(d,&"*").

g est une section qui coincide avec g, sur B*~' et d(g,, 8) = ¢

d’aprés 17. 8.

CororLaIRE. — St ¢"*' (g,) et a sont deux cocycles cohomo-
logues, il existe une section g, sur le n-squelette telle que (1)
g|B"™" = g|B", (i) a = ¢"+' (g) (n>1).

17. 14. Soit f: A — B une application. Si g, et g, sont deux
sections B" — E, homotopes sur B*~' par une homotopie k,
f*g et f*g sont deux sections A" — f*E homotopes sur
A"=' par ’homotopie,

*k(2, a) = (a, k(e, f(a)) (<1, acA™).

Désignons par f" P'application Hom"(C g, %,) (f, f, 1d).

Prorosition. — d" f*go, Fgla fk _fndn (gOs 815 k)
C’est évident, compte-tenu de 16. 4. et du fait que toutes

les transformations utilisées pour définir d" sont naturelles sur
Js ou Iy, p.

18. — Les théorémes sur Pobstruction.

18.1. La classe obstruction. — Soit g une section sur B"
c"*1(g) est un cocycle On désigne par c"*}(g) la classe de
cohomologie de ¢**1(g).

Conformément aux notations du § 15 et de 13.2 b on a

&+(g) € H*+1 (B, 9).



454 M. ZISMAN

18. 2. TrEoriEME. — Soit g une section sur le n-squelette
de B. La condition nécessatre et suffisante pour qu’il existe une
- section g' sur B" telle que g'|B"! = g|B"! et que g soit
prolongeable ¢ B"*? est que c"*t'(g) = 0 (n > 1).

Démonstration. — La condition est nécessaire :

" H(g) — " +1(g") = 3d(g, g')
d’aprés 17,7 et ¢"*(g’) = 0 d’aprés 16.2 donc c¢"t1(g)=0.

La condition est suffisante : s1ic"*t1(g) = 0, ¢"*+1 (g) et 0 sont deux
cocycles cohomologues. Donc 1l existe une section g’ sur B"
telle que g'|B*~! = g|B"! et ¢"t'(g') =0 d’aprés 17. 10,
donc g’ est prolongeable a B"*! d’aprés 16. 2.

REMARQUE. — Si g est une section sur BuB’ (B'cB), il
résulte de la remarque 16. 2 que ¢"*+'(g) € H*** (B, B’; 3") et de
la remarque 18. 7. que le théoréme 18. 2. s’applique et donne
une condition nécessaire et suffisante pour que g|B"~! soit
prolongeable a B"+1u B’

18. 3. Classe différence. — Soient g, et g, deux sections
B — E, et k une homotopie g,|B"~! ~ g;|B"~1. Comme d’aprés
16. 2 c**+1(g,) et c"**(g) sont nuls, 17. 7. montre que d(g,, g ; k)
est un cocycle. On désigne par d (g,, g; k) la classe de coho-
mologie de d(gy, g ; k). C’est un élément de H*B, ).

18. 4. TutortmMe. — La condition nécessaire et suffisante
pour qu'il existe une homotopie k': go|B" ~ g|B" telle que
E'|I X B*"2 =Fk|I X B"2 est que d(go, & k) =0 (n>2).

La condition est nécessaire. — S’il existe une homotopie &’
ayant les propriétés exigées, d" (g, g1; k') = 0 d’aprés 17. 8.
Désignons par A’ la section fabriquée avec k' de la méme
maniére que h avec k. Comme k’'|I X B"2 = k|I X B2, un
raisonnement analogue a celui du 17. 9 montre qu’il existe
une homotopie

H:h|(I X B2 ~ R'|(I X B)*2rel I X B2,

Donc d*(g,, 85 k) — d*(8, 813 k') = NV ("1 (h) — " t1(R"))
= AV"HEd" (h, h'; H) = SA"-1v"d" (h, h'; H) d’apreés 17. 7. et
17. 5. Donc d*(g,, g; k) = 0.

La condition est suffisante. — Comme V* induit un isomor-
phisme en cohomologie cf. 9.9., ainsi que A%, E"(go, &; k)=0
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entraine que c¢"t1(h) = 0. D’aprés 18. 2. il existe alors une
section h’ sur (I X B)"*+! égale & h sur (I X B)"~!, donc une
homotopie k' : g|B* ~ g,|B" égale a ksur I x B"—2.

REMARQUE. — Si k est une homotopie
g|B*tuB’ ~ g|B"1u B’

on voit comme dans 18. 2. que d(go, g; k) €« H* (B, B’; #) et que
le théoréme 18. 4. donne une condition nécessaire et suffisante
pour que k|I X B"~2 soit prolongeable a I X B*u B’

18.5. Le cas n = 0.

TaEtorEME. — Si 7y(F) = 0, toute section sur B est prolon-
geable a B'; réciproquement, st B, contient un 1-simplexe ¢
tel que dyp 5~ d,p, et si toute section sur BO est prolongeable a

B!, m(F) = 0.

Démonstration. — Le théoréme direct est un cas particulier
de 16. 2. Réciproquement, soient y, et y, deux sommets de
Fy¢, z un sommet de F,.. Il existe un 1-simplexe y et un
1-simplexe y' tels que dyy = yo doy = 2, dyy' =y doy’ = z;
puisque (E, p, B) est fibré, il existe un 2-simplexe ¢ de E tel
que dys = y', dyo = y, ps = s,x. Donc dyo € F,; est un 1-sim-
plexe d’extrémités y, et y,.

18.6. Le cas n = 1. Si =;(F) est commutatif, la théorie
précédente est encore valable. Dans le cas contraire, on définit
le « cobord » dans Hom* (Cs, F) par la formule:

(3%) (x) = ¢(dp) + F(p) 9(doz) — 9(d2)
(pour z € By, p = dy7). ’

Si g, et g sont deux sections sur B! qui coincident sur BO,
on définit d*(g,, g) directement par le procédé explicite de
17. 8, et on vérifie que:

F(p) d'(80s &1) (do) + (&) (2) = — d*(go, &) (dz2)
+ c*(8) (2) + d*(go, &) (dr%), (z € By, p = dypa).

On en déduit immédiatement le:

TuéorEME 1. — Soit g une section sur le 1-squelette de B.
La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une section
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g sur B' telle que g'|B° = g|B° et que g’ soit prolongeable a B?
est que c*(g) soit un cobord.

Soient g, et g deux sections sur B et k& une homotopie
8|B° ~ & |B°; avec les notations de 17. 1. soit g = kog,.

TaEtorEME 2. — La condition nécessaire et suffisante pour
que k soit prolongeable a 1 X B! est que d(g,, gi) = 0.

18. 7. On a donc retrouvé, pour les fibrés au sens de Kan,
tous les théorémes classiques de la théorie des fibrés au sens
de Serre dont la base est un C. W-complexe ([1]). Dans une
prochaine publication, on se propose d’appliquer ces résultats
4 la décomposition de Postnikov d’un fibré et d’en déduire
entre autres quelques théorémes énoncés sans démonstration
dans [15], et quelques propriétés de la seconde obstruction.
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