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ENSEMBLES ^-ANALYTIQUES ET 3Î-SOUSLINIENS
CAS GÉNÉRAL ET CAS MÉTRIQUE

par Gustave CHOQUET, Paris.

Le cadre de la théorie classique des ensembles analytiques
est celui fourni par les espaces métriques. Nous avons, dans
un travail antérieur (1), tenté d'élargir ce cadre en appelant
ensemble Sî-analytique tout espace topologique séparé qui est
image continue d'un Kçg d'un espace compact; nous avons
également ébauché l'étude d'une autre classe d'ensembles,
celle des ensembles 3t-sousliniens.

Nous montrerons ici, d'abord que ces deux notions sont
essentiellement équivalentes, puis que dans tout espace
métrique, elles coïncident essentiellement avec la notion
classique.

Ces deux faits contribuent à justifier l'extension proposée (2).

1. Rappel de notions sur Popération (A).

L'opération (A) est une opération abstraite qui généralise
les superpositions dénombrables de réunions et intersections
dénombrables $ elle sera notre outil de base.

Rappelons sa définition et ses propriétés (3).
(1) CHOQUET G. — Theory of capacities, Ann. Inst. Fourier, t. 5, 1953, ch. 1,

pp. 138-145.
(2) Une autre justification est le fait que la théorie des capacités a pour cadre

naturel les ensembles Jt-analy tiques.
(3) Pour l'étude de l'opération (A), voir W. SIERPINSKI, Algèbre des ensembles,

Monografie Matematycne, t. 23, 1951, p. 185.
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Soit S l'ensemble des suites finies d'entiers ^ 1 :

(s= (^ ̂  • • • , Mp))-
Soit S l'ensemble des suites infinies d'entiers ^ 1 :

(<r==(ni,n2, ...)).

On écrit s ^ o (resp. 5 ^ 5') lorsque s est une section
commençante de or (resp. de 5').

On écrit o-i <; 0-2 lorsque pour tout p, l'élément de rang p
de G! est majoré par l'élément correspondant de 0-2. On définit
de même ^ <; s^ mais seulement pour deux suites s^, s^ dont
les longueurs |^[ et \s^\ sont égales.

Soit maintenant E un ensemble et 3ê une partie de ^(E),
stable par intersection dénombrable.

On appelle système déterminant sur 36 toute application A
de S dans W> : s -> H,, telle que (s ^ s ' ) —^ (H,=> H,Q.

Un prolonge A à S en posant, pour tout o- e S :

Ho = n H,
^<T

On appelle noyau du système déterminant A l'ensemble

H(A) = (J H,
0

Tout ensemble de la forme H(A) est appelé 36'souslinien.
On désigne par A(Î6) l'ensemble de tous ces ensembles. On a
évidemment 3ëc:A(3ê). On démontre (8) que A(3ê) est stable
par l'opération (A), autrement dit A(A(3ë)) = A(3%), et que
A(^;ê) est stable par intersection dénombrable et par réunion
dénombrable.

En particulier, si B(3ë) désigne la plus petite partie de (^E)
contenant 3e et stable par réunion et intersection dénombrables
(ses éléments sont dits ?6-boréliens), on a B(36)c: A(^;6).

Schéma de projection. — Soit (H,) un système déterminant
sur ^(E) et soit H(A) son noyau.

Dans S on appellera ilôt d'indice s (où s e S) l'ensemble S,
des Œ de 2 telles que s ^ Œ.

On appelle ensemble élémentaire d'indice s la partie

G, = 2, x H, de Sx E.
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Pour tout entier p, on pose Pp === [J G,.
r\ M=ïp

On pose enfin F == [ ] Fp et on dit que F est la partie de
p

S X E associée canoniquement au système donné.
Il est immédiat que :

H(A) = projection de F sur E.

2. Espaces ^-analytiques.

DÉFINITION 1. — Soit A un espace topologique. On dit que
A est Si-analytique si A est séparé (A) et si A est V image continue
(Tun 3to§ (Kun espace compact; c9 est-à-dire s9 il existe un espace
compact F, un ensemble B C: F qui soit un K<j§ de F, et une appli-
cation continue f de B sur A.

Conséquences immédiates. — 1) Toute image continue séparée
d'un espace 3t-analytique est X-analytique.

2) Toute image continue séparée d'un K,j§ d'un espace
topologique séparé, est X-analytique (utiliser le fait que ce K<j§
est contenu dans un K,j).

3) Tout fermé d'un espace X-analytique est St-analytique.
4) Tout produit topologique dénombrable d'espaces 3î-ana-

lytiques est X-analytique.

PROPOSITION 1. — Dans un espace séparé E, toute réunion
ou intersection dénombrable d'ensembles Si-analytiques est 3î-
analytique.

Plus généralement le noyau de tout système déterminant dont
les éléments sont Si-analytiques est Si-analytique.

Démonstration. — Pour la première partie de la proposition,
voir Choquet, loc. cit.

Pour la seconde partie, nous allons utiliser le schéma de
projection introduit ci-dessus.

Soit (H,) un système déterminant dont tout élément soit
une partie X-analytique de E.

L'espace S = N1'1, muni de la topologie produit de N1'1 est

(A) Cette restriction semble inutile au début de la théorie, mais elle est indispen-
sable à Fobtention des théorèmes essentiels.
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homéomorphe à l'ensemble des irrationnels de [0, 1] ; il en
est de même de chaque étoile ^; chaque ^ est un K<j§ de
[0, 1] donc est 3t-analytique ; donc G, == S, X îîs l^st aussi,
donc aussi Fp, puis F.

Le noyau H(A) est la projection de F sur E; il est donc
aussi ^î-analytique.

3. Ensembles J^-sousiiniens.

DÉFINITION 2. — Soit E un espace topologique séparé et
soit Ac E. On dit que A. est Si-sousiinien dans E si A. est le noyau
Sun système déterminant sur l'ensemble 3t(E) des compacts
de E.

Notons que le fait pour A d'être 3î-souslinien n'est pas
un invariant topologique; il dépend de l'espace E dans lequel
est plongé A.

Conséquences immédiates. — 1) L'ensemble des ensembles
31-sousliniens dans E est stable par l'opération (A). 2) L'in-
tersection d'un ensemble 3t-souslinien dans E et d'un fermé
de E est St-sousiinien dans E.

Invariance par application continue de E dans F.

PROPOSITION 2. — Soient E et F séparés. Soit f une appli-
cation continue de E dans F.

Uimage par f de tout ensemble Vl-sousiinien dans E est
3'i-souslinien dans F.

C'est une conséquence immédiate du lemme plus précis
suivant.

LEMME 1. — On définit E, F et f comme dans la proposition 2.
Soit (H,) un système déterminant sur 3t(E). Alors (H,), défini
par Us = /*(H,), est un système déterminant sur 3î(F) et on a
la relation:

Noyau de (f(îî,)) == f (Noyau de (H,)).
Démonstration. — Comme F est séparé, tout f(îïs) est

compact ; la décroissance de H, est évidente.
Or pour toute suite décroissante (K^) de compacts de E,

il est connu que nf^-f(W-
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II en résulte que pour tout a e S, on a Hg = /"(Hç),

D'où \Jîî',==}jfW=fl\J^\.
<j a \ Q J

C'est bien la relation cherchée.

4. Comparaison des ensembles Jt-analytiques et JC-sousIiniens.

LEMME 2. — Soit E un espace séparé; soit A une partie
Si-analytique de E contenue dans un K<j. Alors A est la projection
sur E (Kun Ky^ de Vespace produit de E et Sun espace compact
auxiliaire.

Voir la démonstration dans Choquet, loc. cit.

LEMME 3. — Tout K<j5 Sun espace séparé E est Vi'sousiinien
dans E.

C'est un cas particulier du fait que tout ensemble 3î-borélien
est 3^-souslinien.

THÉORÈME 1. — Soit X une partie Sun espace sépare E,
pour que X soit St-sousiinien dans E, il faut et il suffit que X
soit Si-analytique et contenu dans un K<j de E.

Démonstration. — 1) Soit (H^) un système déterminant sur
3î(E), de noyau X. On a évidemment XC^JH^, donc X est
dans un Kg.

D'autre part, tout H^ est St-analytique ; il en est donc de
même de X d'après la proposition 1.

2) Si X est îî-analytique et contenu dans un Kçy, il résulte
de la proposition 2 et des lemmes 2 et 3, que X est 3î-sous-
linien dans E.

COROLLAIRE 1. — Pour qu^un espace Vi-analytique soit
plongeable dans une espace dans lequel il soit 3t'souslinien,
il faut et il suffit qu^ïl soit plongeable dans un espace séparé
qui soit un Kg.

Il serait intéressant de montrer par un exemple que tout
espace îî-analytique n'est pas plongeable dans un K.y et de
trouver des critères simples pour qu'il en soit ainsi.
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Notons qu'il est faux que tout espace ît-analytique soit
plongeable dans un compact, puisqu'il existe des espaces
dénombrables non compactifiables.

5. Cas des espaces métriques.

DÉFINITION 3. — On appelle espace analytique classique
tout espace métrisable à base dénombrable qui soit Fimage
continue de N1^ (homéomorphe à Vensemble des irrationnels
de [0,1]).

THÉORÈME 2. — Pour çu'im espace métrisable soit analytique
classique, il faut et il suffit qu^il soit Si-analytique.

COROLLAIRE 2. — Soit X une partie d'un espace métrisable E.
Pour ^fue X soit 3i-souslinien dans E, il faut et il suffit qu^il
soit analytique classique et contenu dans un 3tg de E.

COROLLAIRE 3. — Tout espace Si-analytique métrisable est
plongeable dans un espace compact métrisable {dans lequel il
est Sl-sousiinien).

Ces corollaires sont des conséquences simples des théorèmes
1 et 2.

Démonstration du théorème 2 :
1) L'ensemble des irrationnels de [0, 1} est un K<y§ de [0, 1] ;

donc tout espace analytique du sens classique est 31-analy-
tique.

2) Soit E un espace 3t-analytique métrisable.
a) Montrons d'abord que E est à base dénombrable.
Soit Ê un espace compact contenant E (il existe de tels É,

en général non métrisables). D'après le théorème 1, E est 3î-sous-
linien dans Ê, c'est-à-dire est le noyau d'un système déter-
minant (H^) de compacts de É.

Soit £ un nombre > 0; nous dirons qu'un H, est £-fini s'il
existe un recouvrement de E D H, par une famille finie de
boules ouvertes de E de rayon £ pour une métrique choisie
sur E. Posons :

H^ = ̂  si H, est £-fini; H, == H, dans le cas contraire.
Les VL!s constituent un système déterminant de compacts;
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si son noyau n'est pas vide, il existe un Hy non vide; cet
îîy est de la forme :

Ho = H^nH^... nH^^^^n.. .
=H^nH^...nH^,,^n...

D'autre part îîy est un compact de E, donc métrisable;
il existe donc un recouvrement de îîy par une famille finie
de boules ouvertes œ^ de E, de rayon e. L'ensemble IJ(Oi est
la trace sur E d'un ouvert Q de Ê; il existe un entier p tel que :

H^,.,^CQ donc aussi EnH^.,^C=(J(o,,

autrement dit H^_^ est e-fini, d'où îîn,,...,n == ^ contrai-
rement à l'hypothèse.

Cette contradiction montre que le noyau de (H,) est vide;
il existe donc un entier p tel que, pour toute s de longueur
^ p, H, soit vide, c'est-à-dire que H, soit £-fini.

Il n'y a qu'un infinité dénombrable de telles suites s, donc
E peut être recouvert par une famille dénombrable de boules
de rayon e.

b) Comme E est à base dénombrable, il possède une compac-
tification E métrique. Donc E est le noyau d'un système déter-
minant (H^) de compacts d'un espace métrique compact.

La théorie classique montre alors que E est image continue
de S == N^ Voici une esquisse de démonstration de ce fait
bien connu :

On montre d'abord que l'on peut remplacer (H,) par un
autre système dans lequel aucun H^ n'est vide, puis celui-ci
par un autre dans lequel tout H^ est non vide et a un diamètre
(dans É) qui tend vers 0 avec \s\.

La partie F de S X E associée canoniquement à un tel
système (H,) est évidemment le graphe d'une application
continue ç de S dans E et l'on a :

E = proj. (F) = y(S).


