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UNE PROPRIÉTÉ DES FONCTIONS B.L.D.
DANS UN ESPACE DE GREEN

par M. Godefroid (Montpellier)

On connaît divers résultats sur l'allure à la frontière des
fonctions admettant une semi-norme de Dirichlet finie. Ainsi,
pour une fonction harmonique et du type précédent dans un
domaine circulaire, Beurling a montré (1) que la variation
totale sur tout rayon est finie, sauf pour un ensemble de rayons
découpant sur la circonférence un ensemble de mesure nulle
et même « polaire », c'est-à-dire de capacité extérieure nulle;
il y a donc en particulier une limite radiale pour presque tout
rayon. On a ensuite adapté le résultat précédent à des fonctions
et domaines plus généraux et approfondi en particulier le cas
des fonctions de Beppo-Levi-Deny, dites brièvement
« B.L.D. » [2] ou « B.L. précisées » [4]. En espace euclidien,
elles peuvent être définies comme limite quasi-partout (c'est-
à-dire sauf sur un ensemble polaire) et en semi-norme de
Dirichlet d'une suite de fonctions à gradient continu de carré
sommable. La définition est la même dans un espace de Green
ê, notion (2) qui contient celles de domaine euclidien borné
et de surface de Riemann hyperbolique ; il faut simplement
considérer la fonction comme non définie aux « points à F oo »
possibles de ê. Choisissons un point P de l'espace de Green ê
et considérons l'ensemble î des « lignes de Green » l issues de P
(arcs ouverts maximaux tels qu'en chaque point grad Gp soit
=^= 0 et tangent, Gp étant la fonction de Green de pôle P) ;
dans le cas particulier où ê est un disque euclidien ouvert

(1) Voir par ex. J. LELONG [5], p. 243.
(«) M. BRELOT et G. CHOQUET [3], p. 217.
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et P son centre, on retrouve les rayons du cercle. Soit dg la
mesure, dite « mesure de Green » de total 1 sur Ï et propor-
tionnelle à la mesure angulaire sur l'ensemble des directions
de départ en P; on sait (3) que, sur presque toute (au sens de
la mesure de Green) ligne l e Ï, la borne inférieure de Gp est
nulle; on dit qu'une telle ligne est « régulière » et nous noterons
leur ensemble Ï'. Ceci a permis de définir la notion de « radiale »
d'une fonction u dans ê : c'est, lorsqu'elle existe, une fonction
9(Z) de î e ï ' telle q\ief\u} — <f(l)\dg -> 0 quand X->0, u}
désignant la valeur de u au point Gp == X de la ligne l.

M. Brelot a montré (4) que toute fonction u, B.L.D. dans §
admet une radiale (pour tout P). Nous allons préciser ce
résultat en montrant que, pour presque toute l e 2', u} a une
limite finie pour X -> 0. On considérera l'ensemble Ap° où
Gp < ^o ; s^ complémentaire contient P et est compact
si Xo est < Gp(P) (fini ou non) et assez voisin de ce nombre
(car, si Gp(P) est fini, Gp admet en P un maximum strict
et sup Gp < Gp(P)). On introduit pour toute fonction u,

A^°
la variation totale V^) de u} comme fonction de X dans
l'intervalle [0, Ào]. On sait que u} a une limite finie pour X->0
sl Vn(^) est finie, ce que nous allons utiliser.

LEMME 1. — Si la fonctionu^ suri n A^°,îeÏ',a, pourn->- oo,
une limite finie u en tout pointa Vn(Z) ̂ lim infVo (Z).

7l->-+-oo n

Soit en effet K quelconque < Vn(Z). On peut trouver une
suite finie de points de l n Ap°, M(, i = 1, . . . ,p , telle que

i|u(M,)—u(M^)|>K; or
2

2|u(M() — u(M^)| = lim i|u,(M,) — u,(M^)[ <liminf V» (l).
2 n-^-t-oo 2 n-^+oo n

LEMME 2. — Soit dans ê une fonction u^ B.L.D. à gradient
continu et semi-norme bornée tendant vers une fonction u sup-
posée finie dans Ap° sur toutes les lignes d'un ensemble a de

lignes l de î'. Alors f^ Vn(Z) dg est finie.

(3) M. BRELOT et G. CHOQUET [3], p. 236 et p. 239, th. 23.
(4) M. BRELOT [2], p. 394, th. 5.
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En effet

^ V«(0 dg < ̂  lim inf V^) rfg < lim inf ̂  V»^) rfg.

Or Va (Q est ^ à l'intégrale le long de l n A^° de jgrad u^\
par rapport à Parc ds^ ce qu'on écrira ^ |grad u^\ds. Donc

^ V^)^<V, (Tjgrad u^j ̂ ) ^g < J^olgrad uj |grad G| ̂

d'où la majoration y f^ grad2 u^ d^ V/J^ograd2 G rf^. Le
second facteur est fini et le premier borné, donc

Hmmf^V^)^

est finie.

LEMME 3. — Les lignes de Ï rencontrant un ensemble polaire
E donné dans A^° forment un ensemble de mesure dg nulle.

Soit Mo e E, appartenant à une ligne de Ï. Par tout point M
d'un voisinage ï) assez petit passe une ligne de Ï rencontrant
une petite « sphère de Green » S, Gp == À^, en un point Q. Si
M', Q' sont les images de M et Q dans les cartes locales des
voisinages de Mo et Mo, l'application M' ~> Q' (dans l'espace
image des cartes locales de 8) est une contraction, à une simi-
litude près, vu la différentiabilité des fonctions qui la défi-
nissent. De sorte que, dans les voisinages considérés, la
capacité dans cet espace image (dans le plan, capacité logarith-
mique) est, à un facteur fixe près, diminuée par l'application
considérée et un ensemble polaire devient un ensemble polaire.
Donc aussi par l'application M —> Q. Les lignes de Ï rencontrant
E n T) rencontrent S selon un ensemble polaire, donc de
mesure superficielle nulle sur S. Cet ensemble de lignes est
donc de mesure dg nulle; le lemme résulte alors de la possi-
bilité de couvrir l'ensemble des points de E situés sur des
lignes l par une réunion dénombrable de voisinages tels que U

Des trois lemmes ci-dessus résulte que la variation totale
le long de ZflA^0 de la fonction u, B.L.D. dans 8, est finie
pour presque toute ligne l de Ï'. Il suffit d'introduire une suite
u^ de fonctions B.L.D. à gradient fini continu convergeant en
semi-norme et quasi-partout vers u. Donc :
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THÉORÈME. — Si u est B.L.D. dans 8, pour presque toute
ligne de Green régulière, u admet une limite finie quand G —> 0
sur la ligne considérée.

BIBLIOGRAPHIE

[1] M. B RE LOT. Points irréguliers et transformations continues en théorie
du potentiel, Journ. de Math., XIX, fasc. 4, 1940, p. 319-337.

[2] M. BRELOT. Étude et extensions du principe de Dirichlet, Ann. Inst.
Fourier, 5, 1953-1954, p. 371-419.

[3] M. BRELOT et G. CHOQUET. Espaces et lignes de Green, Ann. Inst. Fourier,
3, 1951, p. 199-263.

[4] J. DENY et J. L. LIONS. Les espaces du type de Beppo-Levi, Ann. Inst.
Fourier, 5, 1953-1954, p. 305-369.

[5] J. LELONG-FERRAND. Représentation conforme et transformations à
intégrale de Dirichlet bornée, Gauthier-Villars, Parib, 1955.


