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NOTE SUR LA MÉTHODE D'INTÉGRATION DE FOUR1ER
DES ÉQUATIONS DE LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE

par Julien KRAVTCHENKO et Achyut APTE.

CHAPITRE PREMIER

INTRODUCTION
ÉNONCÉ DU PROBLÈME. RÉSULTATS ÉLÉMENTAIRES

§ 1. — La méthode de Fourîer — qui repose sur le dévelop-
pement des inconnues en série de fonctions propres — est
d'un usage fréquent et commode pour le calcul numérique des
solutions de nombreux problèmes aux limites de la Physique
mathématique et de la technique. Toutefois, beaucoup de
traités — et même de mémoires originaux récents — qui en
décrivent et utilisent le mécanisme formel en vue des applica-
tions à l'art de l'ingénieur, sont muets sur sa justification. Bien
mieux, nous pourrions citer plusieurs publications récentes où
l'on verrait d'implicites regrets de ne pouvoir légitimer en
toute rigueur les procédés de Fourier. Or, la solution de cette
difficulté est, en fait, connue depuis longtemps, tout au moins
pour les étapes essentielles des raisonnements et dans les cas
assez réguliers. Il faut convenir, cependant, que les moyens
mis en œuvre à cette fin sont, parfois, d'un niveau assez élevé
pour rebuter les non-spécialistes. C'est pourquoi, il nous a paru
opportun de publier quelques remarques plus élémentaires
— et dont plusieurs ne sont pas originales — propres à répandre
et à vulgariser la démonstration de la validité du calcul de
Fourier.

Ainsi, nous avons pu éviter de faire appel à la théorie des
équations intégrales à noyau singulier — qui donnent cepen-
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330 JULIEN KRAVTCHENKO ET ACHYUT APTE

dant, la vraie clé de la solution de la difficulté signalée — et, à
une exception près, à la théorie des séries doubles de Fourier,
non absolument convergentes, dont le maniement est, parfois,
délicat.

Nous avons été amenés à nous occuper de cette théorie à
propos du problème de l'agitation des eaux portuaires à pro-
fondeur constante. La question se ramène au problème de
Neumann, posé relativement à l'équation classique de la mem-
brane. Dans le but de simplifier l'exposition, nous nous limi-
terons à cette équation très particulière de la Physique mathé-
matique : nous nous bornerons même au cas où le domaine de
définition D de la solution affecte la forme, particulièrement
simple, d'un rectangle. Mais un lecteur averti n'éprouvera
aucune peine à adapter nos raisonnements à des cas plus géné-
raux. Au surplus, l'un de nous publiera prochainement une
courte note, consacrée au problème des plaques rectangulaires,
traité par la même méthode.

L'exemple que nous allons étudier nous paraît intéressant
à un double point de vue.

D'une part, la tangente à la frontière du domaine D n'est
pas continue. D'autre part, les conditions aux limites, données
a priori, imposent à la solution des singularités à la frontière :
on trouvera, peut-être là, une extension des résultats classiques,
concernant la validité de la méthode de Fourier, à des cas sin-
guliers, offrant un intérêt spécial aux yeux des techniciens.

Enfin, nous pensons que notre exposé de l'ensemble de la
théorie est assez simple pour être utilisé comme canevas d'un
cours d'analyse appliquée. L'un de nous a eu l'occasion d'en-
seigner à des élèves-ingénieurs la matière du présent mémoire.
A l'exception du théorème de Liapounov-Korn et de quelques
autres points de rigueur, l'exposé a été suivi — et même assi-
milé sans peine — par plusieurs auditeurs. Au reste, c'est à la
demande de quelques techniciens que nous nous sommes déci-
dés à publier un mémoire d'un niveau aussi élémentaire.

Nous avons eu le privilège de recevoir les conseils de
M. M. PICONE. Nous lui exprimons notre très vive gratitude
pour les indications qu'il a bien voulu nous donner.

§ 2. — Énonçons le problème aux limites dont nous allons
nous occuper. Soient: Oxy un système d'axes rectangulaires,
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D, le rectangle; O^x^a, O^y^b, C, la frontière de D;
a, (î, deux constantes données, telles que: 0 < ; a < < ( î < < a ;
f(x) une fonction donnée, définie pour : a < x < ?, mais qui,
en vue des applications aux problèmes concrets, ne sera pas
supposée partout finie; nous préciserons ultérieurement les
propriétés de régularité, imposées à f(x) ; /c, une constante posi-
tive donnée.

Nous nous proposons de déterminer dans D une solution
régulière F(rc, y) (c'est-à-dire finie et continue avec les dérivées
des deux premiers ordres) de l'équation de la membrane :

(1) AF + /cT = 0,
assujettie à vérifier les conditions aux limites :

a) î/==0, 0<o;<a, (î<rc<a;

^~0 pour &) î /= fc ï o<x<^^ rfM pour c) x^O, 0<y<6;
w d) x=a, 0<y<&;

dp •' f(x) pour y == 0, a < x < p,
dn

où n désigne la normale extérieure à C. Dans toute la suite, ce
problème sera noté problème I. L'objet de ce travail est de
former une solution du problème 1 au moyen des développe-
ments en série de fonctions propres pour une classe étendue de
données f(x).

§ 3. — Rappelons quelques faits tout à fait élémentaires.
Pour simplifier, nous admettrons que le paramètre donné k
n'est égal à aucun terme k^ n de la suite des valeurs propres
de (1), relativement à la donnée frontière dF/dn == 0.
Rappelons que l'on a, m et n étant des entiers :

(3)
^m2 , n^J.Î 2 / "» 1 •«• \

^ » = ^ ( ^ + y •

A chaque terme km,n de (3) correspond une fonction propre
^m,n(x, y), solution de :

,A^+^,,0=0, dans D;
(4) ^ n r
" ^==0? surc'
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donnée par le tableau :

(5)

^ 1 /R / 2 ww

(̂  o == —— ; <î^o == \/ —cos —— 5
V/afc V a& ^

^ /"^ ww ^ 2 m^x mn/$o^=4/-ùcos-, f f; <î^==—=cos——cos-,^
V a& o y/afe a b

§ 4. — La suite (5) est orthonormée et complète dans D.
Soit [U], la classe des fonctions définies, continues et bornées
dans D + C, avec leurs dérivées des deux premiers ordres,
telles, de plus, que dufdn = 0 sur C. (A noter qu'il est possible
d'atténuer ces conditions pour les dérivées du second ordre).
On peut alors développer chaque u e [U] en série de Bessel-
Fourier :

00 00

(6) u{x, y)= S S c«,A,,(a;, y),
m==0 n==0

absolument et uniformément convergente sur D + C, et même
dérivable terme à terme en x et y une fois, au moins. De plus :

(7) c».,=J^u^,,^,

d<j étant l'élément d'aire de D.

§ 5. — II est bien connu que le développement (6) peut être
valable pour des classes de fonctions plus vastes que [U], En
particulier, la dérivée normale de la fonction à développer peut
n'être pas nulle sur C; mais la convergence de la série (6) est
alors beaucoup plus faible que pour u es [U] et (6) ne sera plus
dérivable terme à terme. Si donc on calcule la solution du pro-
blème 1 au moyen des formules (6) et (7), il est indispensable de
justifier, par une voie indirecte, que l'on a bien une représen-
tation de cette solution : c'est là une difficulté bien connue de
la théorie.

Il existe bien des énoncés, aujourd'hui classiques, qui
garantissent l'existence des développements (6) pour de larges
classes de fonctions F(rc, y), définies dans D. Sans entrer dans
les détails, nous allons rappeler l'usage qu'on peut faire des
résultats de cette nature pour justifier, en toute rigueur, le
calcul de la solution du problème 1 par la méthode de Fourier.
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Supposons que pour une classe déterminée [f] de fonctions
f(x), on ait réussi à démontrer l'existence et F unicité de la
solution F du problème. Admettons que l'on ait pu étudier,
a priori, les propriétés de F et, en particulier, de justifier, pour
cette fonction, l'ensemble des propriétés de régularité qui
garantissent la validité de la représentation (6) de l'inconnue-
série dont il y aura lieu de préciser le mode de convergence.
Ceci fait, il suffira, par un procédé approprié, de calculer la
suite des coefficients Cm,n de F pour avoir une représentation
de l'inconnue. Mais, de ce qui précède, résulte aussi un autre
point capital; en gros, sauf pour ue [U], le développement (6)
ne satisfera pas formellement aux conditions frontières (2),
dès que f (x) ̂  0. La représentation utilisée de F sera donc

^•P ^Tp

impropre, en général, au calcul pratique des dérivées — et — »^x ôt/
tout au moins, dans le voisinage de la frontière C. Or, ces
dérivées ont une signification physique des plus importantes.
Dans le cas du problème des seiches dans les ouvrages por-
tuaires, à section rectangulaire et à profondeur constante,
elles donnent le champ des vitesses dans la masse des eaux,
enfermées dans le bassin et animées des oscillations sinu-
soïdales irrotationnelles. Il y a donc un intérêt majeur à dis-
poser, dans certains cas, des formules susceptibles de donner

— et — • Mais il ne faut pas perdre de vue que la connaissance
ô;r ôy F ' A

d'une représentation du type (6) de F(a?, y} — même non déri-
vable terme à terme — offre déjà un grand intérêt, au point de
vue pratique. Car F est proportionnelle à la dénivellation de la
surface libre du liquide; c'est là une donnée essentielle pour
l'étude de la sécurité des ouvrages portuaires et qui, dans
beaucoup de cas, est la seule dont la détermination soit utile
au technicien.

§ 6. — Aussi, au point de vue pratique, il faut distinguer
deux problèmes.

Problème 1 a : Former une série convergente du type (6), de
somme égale à F(*r, y), solution du problème I.

Problème 1 b : Donner une représentation de F du type (6),
dérivable terme à terme, au moins une fois, en x et y.

Il va de soi qu'au point de vue pratique, la solution du
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second problème sera, en général, beaucoup plus laborieuse
que celle du premier.

§ 7. — En général, les innombrables calculateurs n'ont guère
recours à la théorie dont nous venons de rappeler les conclu-
sions essentielles. Ils se bornent au calcul des coefficients (7),
en utilisant, parfois, à cette fin, le procédé de la substitution
directe de (6) dans (1). Le résultat donne bien une série du
type (6), absolument et uniformément convergente sur D 4- C,
mais dont les séries dérivées une fois — et a fortiori deux fois —
en x et en y sont divergentes. Dans ces conditions, on ne peut
vérifier, par substitution dans (1) de la série (6), que celle-ci
est une solution de l'équation (1) et que (6) satisfait la condi-
tion frontière (2).

Nous nous proposons d'indiquer ci-après une méthode très
élémentaire qui permet de vérifier a posteriori et en toute
rigueur, que la série ainsi obtenue donne bien une représenta-
tion de la solution du problème 1 a, quoique cette représenta-
tion soit, en général, impropre au calcul des dérivées. Voici
les étapes essentielles de nos raisonnements. Après avoir
défini une classe [/*], assez régulière, de données f(x), nous
indiquons quelques propriétés a priori de la solution F corres-
pondante. On en déduit aisément un mode de calcul des
coefficients de Fourier à l'abri de tout reproche et qui, d'ailleurs,
n'est, peut-être, pas nouveau. Nous vérifions, en utilisant
quelques propriétés classiques de la fonction de Green et
des potentiels de masses, qu'on a bien ainsi une représentation
de la solution du problème 1 a.

Nous reprenons la question à propos du problème 1 6. En
suivant une voie classique, nous transformons d'abord le
problème 1 en un problème aux limites homogènes, mais
portant sur l'équation (1) avec second nombre. Les méthodes
précédemment décrites permettent alors de conclure.

Nous avons mis à profit un grand nombre de résultats clas-
siques. Le grand traité de W. SMIRNOV (Cf. [1]) nous a été
particulièrement utile (1). Signalons ainsi les références [2]
et [3j. Nous nous bornerons à mentionner les énoncés clas-
siques ainsi que ceux d'Apte, en cours de publication; nous

(1) Les chiffres entre crochets renvoient à la bibliographie, placée à la fin de
l'article.
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donnons des démonstrations plus explicites pour les résultats
qui paraissent plus ou moins nouveaux. Dans le but d'être bref,
nous omettons quelques calculs faciles mais longs.

Le chapitre n est consacré au rappel des quelques résultats
indispensables. Les chapitres m et iv donnent respectivement
les solutions des problèmes 1 a et 1 &.



CHAPITRE II

LEMMES PRÉLIMINAIRES. SOLUTIONS FORMELLES

§ 8. — La fonction donnée f{x} (cf. (2)), sera, dans tout ce
qui suit, supposée être de la forme :

sM__(8) f{x) =
{x-^-xY

^
où v est un nombre constant, donné, tel que 0 <; v < -rç etL
où <f{x) est une fonction bornée, analytique et régulière pour
a <; x <; ? (2). Nous dirons, pour abréger, que f (x) est de la
classe [/*].

Il serait aisé de remplacer les conditions de régularité
ci-dessus par d'autres, moins restrictives. D'une part, on pour-
rait tolérer un nombre fini d'infinis, d'ordre v, à l'intérieur de
l'intervalle (a, (3). D'autre part, l'ordre de l'infini pourrait
n'être pas le même en a et en p. Enfin, au lieu de supposer (f{x)
analytique pour a <; x ̂  (î, il suffirait d'admettre que <f(x)
possède des dérivées bornées jusqu'au 3e ordre inclusivement.
Mais nous nous en tiendrons, dans un but de simplicité, aux
hypothèses ci-dessus qui paraissent largement suffisantes pour
les besoins de la pratique courante; notons, toutefois, que
toutes les conclusions de ce travail s'appliquent au cas où f {x)
se présente sous forme d'une somme d'éléments e [/*].

(2) En fait, on peut tolérer en a et ? une singularité plus forte : v << 1; \f{x} \ est
alors intégrable sur (a, ?) et cela suffît pour justiûer la plupart des résultats qui
suivent. Toutefois, si v < —, f(x) est de carré intégrable. Dans ce cas, les démonstra-

tions de convergence de certains développements trigonométriques deviennent
élémentaires (cf. § 14). Pour cette raison, nous conservons l'hypothèse restrictive
du texte.
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Le cas particulier où v == 0, (f(x) = A == c^, est important
pour les applications ; on a alors : f(x) ̂  A.

Il sera commode d'introduire la fonction f(x)y définie pour
0 >< x ̂  a au moyen de :

(8') S^0' pour ^^^ P<^;
^)==/>(^ r a<a?<P.

Posons maintenant :

(9) f^x)=f:f{x)dx, a<;r<P.

On voit que f^(x) est bornée, continue au sens de Hôlder avec
l'exposant (1 — v) > 1/2 pour a ̂  x ̂  (î, analytique et régu-
lière pour a < x < P.

Nous commencerons par étudier a priori la solution F du
problème I, correspondant à f e [/*] — et dont nous postulons
l'existence. En particulier, nous préciserons l'allure de F
pour y = 0, x = a et x = p. A cet effet, nous allons introduire
quelques fonctions harmoniques auxiliaires.

§ 9. — Soit DI un domaine borné, simplement connexe,
limité par une portion de y == 0 contenant à son intérieur le
segment y = 0, 0 ̂  x <^ a. D, est tel que D e D(. Le cas
échéant, on peut prendre D = Dr Soit Ci, la frontière de D(;
on choisira la portion de Ci, étrangère à l'axe Oy, de manière
que toutes les propriétés de régularité énumérées ci-dessous
soient valables. On pourra alors définir dans D, — et cela
d'une infinité de façons — une fonction harmonique $(a;, y)
régulière dans D, + Ci, sauf sur l'axe y == 0, ou, on devra
avoir :

(10)

d^ ft \ ^ ^ ^û
dn=fW———,y9 P0^ ^<^<P;

-.-= — — =0, pour x <^ a, x ̂  8:an ôy ^ ? ^- r

Observons que pour le moment nous n'avons besoin que de
déterminer les propriétés locales de $(a?, y ) en les points a;=a,
y = 0 et x == p, y = 0. On pourra, ultérieurement, expliciter
cette fonction qu'on choisira de manière à rendre aussi simples
que possibles les calculs numériques.
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On construira 0(^, y) à partir de la fonction Y(;r, y), harmo-
nique dans D,, vérifiant le long de y==0 (Cf. (8') et (9)) les
données frontières de Dirichlet :

Y(rc, 0) = f, (a) = 0, pour x < a ;
(11) ¥(a;, 0)==/\(a0, pour a<a:<P;

Y(a, 0)=/\(jî), pour a?>P.

Sur la portion restante de Ci, on se donnera les valeurs de Y de
manière à ce que cette fonction y soit, par exemple, analytique
et régulière. D'après cela, Y(rc, o) est hôldérienne, d'exposent
1 — v sur l'axe Orc, analytique et régulière pour x < a, a <; x <(î,
rc > P. On sait alors que Y(;r, y) est prolongeable analytique-
ment à travers chacune de ces portions de Ox9, la fonction:
— 0(rc, y), conjuguée de Y dans Di, possède les mêmes pro-
priétés et, en particulier, est hôldérienne, d'exposent 1 — v
sur y = 0 (Cf. [5]). Il s'en suit, d'abord, que pour y == 0, x < a,
a < a; < p, a? > p, les relations de Cauchy sont valables.
On a donc :

ôO^^^ôY
ôy dn ôa?

pour y == 0, a? < a, a < a; < ?, a; > p.

D'après (9) et (11), $ vérifie bien les conditions aux limites (10).
Cherchons la nature de la singularité de $ au point; x == (î,
y == 0 ; il suffit pour cela de déterminer la singularité de sa
conjuguée Y. Or, d'après (8) et (9), on a le développement :

W-f^+i^-^^
»==0

convergent pour ? — x > 0, assez petit, ou les On sont des
constantes. Supposons, d'abord, que Oo =/= 0, v =/= 0 et intro-
duisons la fonction harmonique auxiliaire Y,, définie, pour y ̂ 0,
dans le voisinage assez petit de x = p, y === 0 au moyen du
développement, convergent pour p petit :

^,o)=Am+j.».p--';;:j;:^z:^
ou on a posé :

p^Cr—pr+y2; 0<0==arctg-^—<7:, y>0.
^— P
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On voit que dans le voisinage de la singularité, ¥, vérifie les
conditions frontières :

J.(P,0) =/",(?)
^.(P^)- f,{x), a;=8—p>0

identiques, d'après (11), à celles que vérifie ¥(a;, y). Il s'en suit
que V — T, est une fonction harmonique, continue en x = 8
y = 0, nulle le long de y = 0, donc régulière dans un voisinage
assez petit de ce point. Nous avons, par suite, le développe-
ment limité :

y(^y)=/•.(P)+^fl^pl-vsin[(l-v)0]+A,psin9

+P Î-VU(p,0)-^-p lV(p,0),

valable pour p assez petit et où : A est une constante; U et V
sont des fonctions régulières dans le voisinage envisagé de la
singularité. On en déduit aussitôt que dans celui-ci on a :

(12) -d>(., y)=^(p, 0)+^^p-cos[(l-v)e]

+ A.p cos 0 + p'-"U, (p, 0) + p2^ (p, 6),

où U, et V, sont encore des fonctions régulières. Bien entendu,
l'allure de $ dans le voisinage de x == a, y == 0, est du même
type. La discussion précédente est à retoucher si v = 0. On se
reportera à [4] pour l'étude de ce cas, relativement élémentaire,
sur lequel nous reviendrons ultérieurement.

§ 10. —Les résultats du précédent paragraphe nous per-
mettent déjà de transformer le problème I. Posons, en effet
(Cf. [4]) :

(13) F = u + < I > — ^
et:

(14) ^x,y)=p^^+q(y)^-^\

+ r{y) ̂ -\mx + [p'(a) -p/(0)J ̂ j ̂
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avec :

(15)
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0$
ôyy=^
ô$

^;c=03

0<a?<a;p(x)=

?(y)= / \ ô^r (y) = — 0<y<6.w/ ôa;

D'après la manière même dont on a défini la fonction harmo-
nique $, les fonctions p(x), q(y) et r(y) sont analytiques et
régulières sur leurs intervalles de définition. En écrivant aue
Ô2a> ô2^ , , ^ ,.

ôïôy=== ïuïx en sommets de D — où $ est holomorphe — on
voit que (cf. (10)) :

(15') ^0)=r\0)=Q^ ^)=^(0); r'^^a).

Un calcul facile montre alors que u(x, y), définie par (13), est
une solution, régulière dans D, de l'équation non homogène de
la membrane :

(16) Au + Vu = A$, + /c2^, —$) == R(rr, y),

où R(^, y) est une fonction connue, définie, continue sur D + C
analytique et régulière sur D + C, sauf pour y == 0, x = a
et x = p, où ses singularités sont données par (12).

De plus, il résulte de (10), (13), (14) (15) et (15') que:

(17) ^=0
dn

sur C.

Ainsi, le problème 1 se trouve ramené à la solution d'un pro-
blème aux conditions limites homogènes, portant sur une
équation avec second membre.

§ 11. — Nous sommes maintenant en mesure de préciser la
nature des singularités de F. Nous renvoyons à [3] pour la
démonstration des faits suivants. La solution F(x, y) du pro-
blème 1 est analytique et régulière dans D + C si f e[/1],
sauf pour x = a, x = (î, y == 0. Les singularités de F en ces
points sont du même type que les singularités de la fonction
harmonique 0, introduite au § 9; la démonstration de ce der-
nier point repose sur l'emploi d'une formule de Vekoua (Cf. [6]).
Il en résulte qu'on peut appliquer à F et àu (Cf. (13)) les trans-
formations de Green-Ostrogradsky, dont nous aurons à faire un



NOTE SUR LA MÉTHODE D'INTÉGRATION DE FOURIER 341

constant usage; on trouvera dans [7J une démonstration très
simple de cette propriété, d'ailleurs élémentaire, dans le cas
où v = 0; l'extension au cas ^ -=f=- 0 est aisée.

Supposons alors que l'on ait démontré l'existence d'une
solution régulière du problème la; à noter que la démonstra-
tion de l'unicité est immédiate et le lecteur pourra, au surplus,
la trouver dans [4]. De (1) et de (4) on tire, en appliquant
l'identité de Green, la relation :

M,̂ .,.+J:(».,̂ -F )̂̂

où d^n ^t le coefficient de Fourier de F, défini par (7) et
où ds > 0 est l'élément de longueur de C, orienté, par
exemple, dans le sens positif. D'après (2) et (4), cela donne ;

(18) ^-JX^^-^^5

F (a;, y)= 5 5 ^,A,,(a;, y),

où l'on a posé :

(19) ^==ff(x)^(x,0)dx.
*/<X

D'après cela, les coefficients de Fourier de F sont connus. Il
s'en suit que la série (18) donne bien une solution du problème
1 a chaque fois que la série est convergente.

La solution formelle du problème 1 b est analogue. En
combinant les équations (4) et (16), comme on l'a fait ci-dessus,
on trouve, pour coefficient c^n de Fourier de u;

Sm.n(20) c,m1n k2—^
avec :

(21) ^=ff^m^.

A noter que l'on retrouverait la formule (20) en substituant
directement dans (16) les développements formels de Fourier
de u et de R. Ce procédé est couramment employé dans la
technique; mais il suppose, sous cette forme, que la série
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SS^m.n^m.n converge (3) et que la série (18) est dérivable deux
m n
fois terme à terme. Par contre, le raisonnement ci-dessus
justifie (20) sous la seule réserve de l'existence d'une solution
de (16) assez régulière. Et on sait, a priori, que la série corres-
pondante (6) est absolument et uniformément convergente
dans D + C.

§ 12. — Nous allons maintenant étudier la convergence des
séries formelles, obtenues au précédent paragraphe. D'après
(5), (8') et (19), y^n^e diffère que par un facteur constant de y^ :

/Af\f\ i / r /•/ \ TTt^X j ^aff \ WTO i(19') ^ == f(x) cos —— dx = \ f(x) ces —— dx.
Ja. û JQ a

D'après un résultat classique de la théorie des séries de
Fourier (Cf. [9]), y^ est de l'ordre de l/w1-', pour tout élé-
ment de [f] ; cette proposition est même valable sous la seule
réserve que f(x) soit à variation bornée sur (a, (3). Mais, pour
rester fidèle à l'esprit de cet exposé, nous allons donner, de ce
fait, une démonstration entièrement élémentaire, fondée sur
cette conséquence évidente des hypothèses de régularité,
faites relativement à f{x) (Cf. § 8) : il existe, pour tout fe [f],
une longueur fixe a,, ne dépendant que de /*, telle que f(x)
garde un signe constant et demeure strictement monotone
sur chacun des segments (a, a+a,), ( j î—a», (3); on peut tou-

jours supposer que a, < i—^—• Si m est assez grand pour que :
ù

— <" a,, on aura :
m

y Q o a ûa+— a-+-a, P--<»i P — — P s

ï"-^ '"+/^+/— +/p-:+/p_.=:.SI.•
*̂ ffi

Comme \f{x)\ et \f'{x)\ sont bornées par une constante sur
(a + ûiî P — ûi), il vient d'abord :

^
(') II est à noter que cette série converge effectivement sur D; mais la démons-

tration de ce fait dépasse les moyens d'analyse dont nous nous autorisons à faire
usage (cf. [9], p. 711). Bien entendu, cette convergence n'est pas absolue en général.
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On peut maintenant, sans restreindre la généralité, supposer
que f(x) est positive et décroissante sur a+—^a^a-t-Or

771

Le second théorème de la moyenne donne alors (cf. [11]) :
» a J . a \ / . m'KX\ S , a ^ r ^!,==—/(a+— sm—— > a+—<ç<a,.

TCW'\ m/\ a / ^ m
m

Compte tenu de (8), on en déduit :

• T . ^ Cte
W<^m^

Si on le désire, on peut s'affranchir de l'emploi du théorème de
la moyenne, en démontrant directement, par exemple, un

résultat équivalent. Il suffirait pour cela de partager ( a + —'

a + ûi) en n segments partiels, de longueur a/w — sauf, en
général, pour le premier et le dernier — tels que sur chacun

d'eux, cos —— garde un signe constant et ait des signes opposés

n sur deux segments consécutifs. Si a? est l'abscisse d'origine du
pièm. segment, on aura :

l2==2Jp
1

avec :

T C m^/ \ WTO, ^ « .Jp= ( f{x)cos——dx p=2, 3, ..., n—1,
J9.p ^

les expressions de J, et J, étant, en général, différentes et faciles
à former. Il est clair alors que JpJp^i < 0, p == 1, 2, ..., n—1.
Comme f {x) est décroissante, on aura :

«.,)><",+ )̂
et:

|J.+J,.,K [̂/M- ,̂+^)].
d'où la majoration ci-dessus de I,. Il est clair que 1̂  se majore
d'une manière analogue.
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On a enfin :
a-»- -—

^Y yw-r^r 1 "»T [(x—a)l~v m^x . v1
Ii == | —.——'-— cos —— yi rc^ 1—v a * v 'Ja

a -+- -r-
^w F m /„ .\i-u-. / \ • WTO. TTW /^ m , .. . . . mita; ,

+0(1^)1 ^-^ ^^""^-^
a+a-1 /' '" , x i_u ,/ v mvx ,

~1——;, (a;—a) ^.(^cos——da;,
-•- ——v ^/a a

où on a posé

îi^-Tû^^^-(p—^v

Diaprés cela, ̂ i(x) est une fonction régulière pour a <; a; <; — + a?w
en sorte que le dernier terme du second membre est majoré,
en valeur absolue, parc^/m2"^ le premier terme se majore par
c^/w1-^. Enfin, on a :

a-*-^ a-».-
M-.u / x . m'KX , ^-» v F m! / \)* ^(^sin——dx^—— \(f,{x}

a m1"^, l r v

^a2^

f m(a;-ar^(rr)sinm^^<a^ f ^f^dx
Va 0 W ^/a

<^Max|y.Cr)|.

De l^ensemble des résultats qui précèdent, on déduit que :

ii i< cte|i.l<^'
où la c^ ne dépend encore que de f(x). Le terme Ig vérifie,
évidemment, une inégalité analogue. Ainsi, on a, en définitive :

(22) lï^n|<^

ou A est une constante, ne dépendant que de f{x}. D'après (3),

(18) et (19), on voit que pour n ̂  —-====== et m •=/=• 0 :
iiya2—V

W ^-KiW^n-j'

si a > 6 ; si a < 6, il y aurait lieu de remplacer au numéra-
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teur a par b et supposer m assez grand. L'extension au cas où m
(ou n) serait nul est immédiate. La règle intégrale de Cauchy
montre alors que la série de Bessel-Fourier (18) de F est abso-
lument convergente ; mais ses dérivées formelles en x et y ne le
sont déjà plus.

§ 13- — Passons à l'étude de la série (6) donnant M, dont les
coefficients sont donnés par (20) et (21). On observera à cet
effet que la fonction R(x, y), définie par (16), est régulière dans
D + C, sauf pour y == 0, x == a et x == p. En ces points singu-
liers, l'allure de R est donnée par (12); on voit donc aue
ô R 2 ôR|2 ^R . ,
ôï J ôy[ et ôïôy sont ^g1'̂ 1^ sur D+C. Il s'en suit

que (Cf. (21)) :

(23) l^.K-^ m>l, n>l,mn ^ 9

où la constante B ne dépend que de R, c'est-à-dire de f ; de
(20) il résulte alors que si a > 6, on a :

(24) |c |< Ba2
V / W, ni ^S^ 9 l 9 i 9\TI mn{m + ^ )

La série (6) correspondante est donc absolument et uniformé-
ment convergente sur D + C et dérivable terme à terme, au
moins, une fois, en x et en y.

§ 14. — Rappelons quelques propriétés classiques des séries
simples de Fourier, d'un fréquent usage dans les applications.

Reprenons la fonction f(x), définie par (8). Elle a une
dérivée finie partout sur (0, a), sauf pour x = a et x == ?; elle
est absolument intégrable et, même, de carré intégrable sur
son intervalle de définition; enfin: /*(?)= f(a). Il en résulte
que la série de Fourier en cosinus de f {x) converge vers f ( x )
pour tout x e (0, a), sauf pour x == a et x == 3. Compte tenu
de (19) et (19') on a donc

(25) ^)=-ïo+-l^^eoswTO, 0<^<a,
a a i a

sauf pour x = a, x=^. La primitive ̂ P/^) dx s'obtient en
intégrant terme à terme le second membre de (25). Enfin, on
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démontre élémentairement que si une fonction, définie sur (0, a),
a les mêmes coefficients de Fourier que f(x)^ elle coïncide avec
f(x) en chaque point de continuité de f{x).

§ 15. — Nous allons maintenant construire un module de
continuité sur D + C pour la somme de la série de Bessel-
Fourier, définie au moyen des formules (18) et (19). Partons
des inégalités évidentes (0 ̂  x <;a, 0 <; x' ^ a, 0 <; y' ̂  &,
0 < y < b) :

m^x mit/ mita/ rm/cos —— cos —T2 — cos —— cos —^L-
a b a b

^ m'Kx TUTO/ , n'Ku mvuf<^ cos —— — cos —— + cos —a- — cos —-A-
b ba a

et:

cos rvwx\ ———— -
a

•cos Tnirn?'
a

<'irm x—x[
a

Fixons x, x' ^ y et y ' , x -=^ x\ y ^=- y ' . Soient : ̂ , un nombre réel,
tel que 0 <; X <^v; m, et n,, les plus grands nombres entiers
vérifiant les inégalités :

\w, x—x
a

y-y'
b

<1;

<1.

On a alors :

(26)
Ti/n

Tcn

x—x'
a

y-y'
b

<Tt

<1ti

X——X'

a
y-y'

b

|i-X

m^m^

n^ n..

Posons :

(27)

f¥ =F,+F,;
TTli îtf

F — y y d (h .
•- 1 — -j LÀ ^m, mn, n ?

0 0

F,= S S (LAn.
w*-t-l n<-+-l
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D'après (11') (26) (27), ainsi que les inégalités du début de ce
paragraphe, on peut écrire :

(28) IF.^^-F.^y^KCsSK^f
\ o o /L

a;—a/r->.
a

^-1],
la somme double du second membre étant majorée par une 0'®,
ne dépendant que de f. D'un autre côté, M étant une C^, ne
dépendant que de f, on démontre (au moyen de la règle de
Cauchy, par exemple) que (Cf. (22')) :

M M|F^y)KS SK^ri^lv^+M^-^'
m,+l».-n (1 + TO)) • (l+n,) v

Or, d'après la définition même des nombres m, et M), on a :1 Cfc rt),

^rA
a |

\x—x^ 1
<<

T O . + l a n.+l
En comparant les deux dernières inégalités, il vient :

(29) IF^.^-F^yQ^Mr x—a/^«-v)
a

y-yT- 1
L'ensemble des inégalités (26), (28) et (29) entraîne, compte
tenu des équations de définition (18) et (27) :

(30) |F(̂ , y)-F(^, y/)|<Ctef•r=:E/x(l-v>+ y=Z.Î/.^-^
t a & J

la O® ne dépendant que de f{x). On adaptera aisément les
raisonnements au cas particulier : x == x' où y == u ' .

On démontre immédiatement l'inégalité :

a^y^^y2)1,
où a; et y sont des nombres positifs quelconques. Appelons
alors P et Q, les points de coordonnées respectives x, y, et x' y ' .

L'inégalité (30) peut s'écrire :
(31) |F(P)—F(Q)|<CtePQ^-v>,

où la C*® ne dépend encore que de f{x). Ainsi, la fonction F
vérifie une condition de Hôlder, d'exposant X(l — v) pour tout
couple de points P et Q e D 4- C.
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§ 16. — Rappelons maintenant les résultats classiques de
Liapounov-Korn. Soit la fonction F(rc, î/), somme de la série
de Bessel-Fourier, définie au moyen des formules (18) et (19);
envisageons-la comme une densité de masse, au point P(rr, y)
de D + C. Soit W, le potentiel logarithmique, créé par
ces masses dans le plan :

(32) W(rr, y) = W(P) = jj^ F(Q) log ̂  d^

ddq étant l'élément d'aire au point courant Q. Alors, on a les
énoncés suivants, valables chaque fois que F(a;, y) possède les
propriétés de régularité que nous lui avons imposées.

1° Le potentiel W, défini par (32) possède des dérivées pre-
mières dans tout le plan, continues au sens de Hôlder, données
par la formule de la dérivation sous le signe somme :

ôw CC -OfC\\ ô 1 1 " 7
~^=\\ F(Q)^ ^PO dŒQ;

/OON ÔJ? JjD ^ ^[w) ôw rr u/^ ^ i i j
•Hy-Jj^ty^Pd.'1"1-

A noter que la validité de cet énoncé est assurée moyennant
des hypothèses moins restrictives; il suffit que [F| soit borné et
intégrable dans D + C.

2° Le potentiel W possède dans D des dérivées secondes et
vérifie l'équation de Poisson :

(34) AW==—2^F(P).
A l'intention d'un lecteur peu familiarisé avec la théorie,
rappelons que la propriété précédente découle essentiellement
de l'hypothèse de la continuité hôldérienne de la densité F;
cela suffit pour les applications courantes, mais on peut remar-
quer que l'hypothèse en cause peut être remplacée par des
conditions moins restrictives (Cf. [8]).

§ 17. — Pour en finir avec ces préliminaires, disons quelques
mots au sujet de la fonction de Green du rectangle, relative au
problème harmonique de Neumann. En adoptant les nota-
tions du § 15, rappelons qu'on peut définir dans le rectangle
D + C une fonction G(P, Q), P, Qe D + C, possédant les
propriétés suivantes :

a) G (P, Q) = G (Q, P). b) envisagée comme fonction de Q,
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G (P, Q) est harmonique et régulière dans D + C, sauf au
point P dans le voisinage duquel elle est de la forme :

^(^log^+é^Q)
où ^(P? Q) ^t harmonique et régulière dans ce voisinage.

c) G(P, Q) vérifie la condition frontière :
/QK\ dG 11(35) . == — ——— en P sur C.

an a + b

Dans le cas du rectangle, la fonction G a été, rappelons-le,
construite effectivement. Il aurait été, peut-être, plus simple,'
au point de vue analytique, d'utiliser la fonction de Klein
relative à l'équation de Laplace. Mais cela offrirait l'inconvé-
nient d'avoir recours à des notions moins courantes (4).

Des propriétés précédentes de G(P, Q), il résulte que l'expres-
sion :

(36) W,(P)=^^G(P,Q)F(Q)d^

se comporte comme le potentiel W(P), défini par (32); les
théorèmes de Korn-Liapounov s'appliquent à (36). On pourra
donc former -^- et —— sur D + C par simple dérivation sous
le signe somme (cf. (33)); les dérivées secondes de W, existent,
sont continues dans D et y vérifient l'équation analogue à (34) :

(37) AW,(P)=—F(P).
Soit maintenant V(P), une fonction harmonique et régulière

sur D + C. On sait qu'alors :

Jcdn
et, à une constante près :

V(P)=-fG(P,Q)(^)^.
^Jc \dn/Q

L'extension des résultats précédents à des cas plus généraux,
où V(P) admet seulement une dérivée normale régulièrement
continue (Cf.(l), p. 607) est bien connue. Au prix d'une discus-
sion classique, mais fastidieuse, nous avons pu étendre ce

(4) II y a dans cette théorie quelques points assez délicats, élucidés par
M. J. Hadamard (Cf. [10]).
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résultat à un cas moins banal — à notre connaissance, du
moins — ou la donnée frontière présente des singularités du
type (8).

Introduisons l'expression définie à une constante près :

(38) W,(P) = ̂  f G(P ; x\ 0) fW dx\

On a alors les propriétés suivantes : Wa(P) est une fonction
harmonique et régulière sur D + C, sauf pour y = 0, x = a
et x = 6, continue sur D + C au sens de Hôlder, d'exposant
1 — ^ — e (e > 0, arbitrairement petit) qui vérifie les condi-
tions frontières (2) pour tout fe [f] assujetti à la condition
supplémentaire (Cf. (9)) :

(39) f^ds=m=^f{x}dx^0.

Ainsi, les propriétés ci-dessus de Wg (P) ne sont valables
que pour une classe particulière de f e [f] (cf. (39)). Observons
que moyennant (39), la solution éventuelle F du problème 1
vérifie les conditions supplémentaires suivantes :

/^F(P)^p=0;

(39') -10.0=^.0=0
fF(P)<tep=0.

\Jc

La première résulte de l'identité de Green, de (1) et de (39) :

cç AF(P)^P= ^dF^p=—/c2 rr F(P)^P.
Les deux autres sont des conséquences immédiates de

(5), (18) (19) et (39i). Inversement, si F vérifie l'une des condi-
tions (39'), elle satisfait aussi (39).

Il faut convenir que les matières traitées au cours des para-
graphes 16 et 17 sont beaucoup moins élémentaires que le reste
de ce mémoire. La démonstration des théorèmes de Korn-
Liapounov est longue et délicate ; il en est de même de l'étude
du second membre de (38) dans le voisinage du segment
y = 0, a <; x <; p. Mais il ne semble pas que l'on puisse se
passer des résultats précités si on veut utiliser les propriétés
des potentiels.



CHAPITRE III

SOLUTION DU PROBLÈME 1 a.

§ 18. — Nous allons maintenant démontrer que la série de
Fourier, définie par (18) et (19), donne effectivement la solu-
tion du problème 1 a. Voici les étapes du raisonnement. En
nous inspirant d'une méthode introduite par E. Picard (et
présentée avec beaucoup de clarté et de détails par Smirnov
^- [1]) — il y a une cinquantaine d'années — nous commen-
cerons par remplacer l'équation (1) et la condition frontière (2)
par une équation intégrale unique. Nous vérifierons, en second
lieu, que la représentation (18) de la fonction F(x, y) est une
solution de cette équation intégrale. Nous montrerons ensuite
que cette solution F peut être mise sous une forme différente;
cette deuxième représentation de F est bien une solution de (1)
en chaque point P <E D, vérifiant les conditions frontières (2).
Le théorème que nous avions en vue sera ainsi démontré.

§ 19. —Rappelons d'abord une formule connue, dont la
démonstration est élémentaire. Soient : P{x, y), un point de
D; Q(a^ y'), un point parcourant D + C; U(P) === U(^, y), une
fonction définie sur D + C, assez régulière pour qu'on puisse
lui appliquer la transformation de Green-Ostrogradsky (à noter
que d'après les résultats du § 11, c'est le cas de la représenta-
tion présumée (18) et (19) de la solution du problème la);
D(P), un cercle centré sur P < = D ; C(P), la frontière de D(P).
Utilisons alors le fait que, d'après sa définition même (Cf. § 17),
^P» Q) == G{x, y; x ' , y') est régulière dans D — D(P). Comme
AGo = 0, on a, en tenant compte de (35) et en appliquant la
formule de Green :

fL^'^^-f^-^)^
^^^U^ O,-̂ ),"'̂
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où on a noté par dsq l'élément d'arc de C et de C(P) au point
courant Q. En faisant tendre vers zéro le rayon de D(P), on
trouve, au moyen des raisonnements classiques :

(40) U(a;,y)=U(P)=-^J^G(P, Q)AU(Q)^

+2(a^)J;u(Q^D+^G(p•Q<^^
Faisons, en particulier, dans (40) : U =$„.,; d'après (4), on

retrouve la relation classique, pour ^^, ̂  0, „ :

(^1) <^,,(P) == ̂ ff^ G(P, Q)^,,(Q) aaç.

Si ^m.n^^oîo» (40) se réduit à une identité banale.

§ 20. — Ceci posé, faisons dans (40) : U = F, F étant la
solution régulière du problème la, dont nous admettons
l'existence. Supposons d'abord, que la donnée frontière /
vérifie la condition (39); comme nous le verrons plus loin,
le cas général se ramène aisément à ce cas particulier; il
vient, en tenant compte de (1), (2), (36) (37) (39) et (39') :

(42) F (P) == F (x, y) == ̂  ̂  G (P, Q) F (Q) <foç

+^f G(P, x ' , O^oa/^W^+W^P).

Ainsi, dans le cas particulier envisagé, toute solution régu-
lière du problème la est aussi solution de l'équation intégrale
(42). Nous allons maintenant montrer que la représentation
présumée de F(a;, y), donnée par (18) et (19), vérifie encore (42).
Pour cela, il suffit de constater que les coefficients de Fourier
du second membre de (42) — où, au préalable, on aura remplacé
F(a;, y) par la série (18) — sont donnés par (18) et (19). Mais
la série (18) est, comme on l'a vu, absolument et uniformé-
ment convergente sur D + C, donc intégrable terme à terme
sur ce domaine.

Compte tenu de (18), de (36) de (39^) et de (41), on a donc :

w,= y s dm^^• — — fc2 -'•m, n>
m==0 n=o /Cm, n
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la série du second membre étant, bien entendu, absolument et
uniformément convergente ; ici, d^ o == 0.

Calculons maintenant le coefficient de Fourier de Wa(P).
En utilisant la symétrie en P et Q de G(P, Q) et les relations
(19) et (41), nous avons, pour $^^=/=^o

ff^ W,(P) $,. ,(P) Arp = ̂ f{x1} dxf ̂  G(p^o)^ n(P) ̂ P

=4- ^f{x/)^n{x\0)dx/=^.
•^m, n J a, •'•m, n

L'ensemble des relations précédentes prouve que le coeffi-
cient de Fourier, relatif à ̂  n du second membre de (42) est
(Cf.(18)):

d^ny+^n_j
,2 — »m. n-
"•m, n

II est donc égal au coefficient correspondant de (18), ce qui
démontre notre assertion. En passant, notons que les formules
(18) et (19) sont, diaprés le calcul précédent, une conséquence
directe de (42). Mais notre but est moins d'indiquer la voie la
plus rapide pour résoudre le problème 1 a que de justifier les
méthodes formelles des calculateurs.

§ 21. — De ce qui précède, résulte cette conséquence capi-
tale; le second membre de (42) donne donc une nouvelle repré-
sentation de la fonction F{x, y), définie par (18) et (19) et satis-
faisant à (39), valable dans D, donc dans D + C, puisque les
deux représentations en cause sont continues sur D + C. Nous
allons nous en servir pour démontrer la réciproque du théorème
précédent, à savoir que la solution de (42) que nous avons
formée, vérifie l'équation (1) en chaque point P e D. En effet,
la fonction W\, définie par (36), possède, comme on Fa rap-
pelé au § 17, les propriétés d'un potentiel de masses, répan-
dues sur D + C, de densité F(;r, y), hôldérienne; on a donc
(Cf. (36) et (37])) en tout P <= D :

AW, = — F = — (^W, + W,).

Nous savons, d'autre part, que Wg(P) est une fonction harmo-
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nique en tout point autre que y = 0, x = a, x = (î. Il suit de là
que :

A F+F===A(w,+^+/c2W,+W,=0.
K \ K /

Cela entraîne que pour tout P c D, la représentation (42)
de la somme F(x, y) de la série (18) est bien une solution de
Inéquation de la membrane (1).

§ 22. — II reste, à présent, de justifier le dernier point, à
savoir que le second membre de (42) vérifie les conditions aux
limites (2). Or, d'après les théorèmes de Korn-Liapounov, nous
avons, pour tout P e D + C (cf. [33]) :

ôW, 1 rr ôG,-,/ , A ^ T ,
^=^]Lv^xïy}^dy-
^ = l r r î ï G F ^ y - ) d x / d y f .
ôy î ^ j j ^ ^ y v 5 " / '

>€* >f^
D'un autre côté, -— et — seréduisentà———. pour a; === 0,ôrc ôy a + b
x = a e t y = 0 e t y = b e n vertu de (35). On en conclut que
(cf. (393)) :

dw! n r—— == 0, sur C.
dn

D'après les propriétés de Wa(P), établies au § 17, Ws(P)
vérifie les conditions frontières (2) si f{x) satisfait à (39).
Moyennant cette hypothèse, on voit que F = À^W, + Wg
est bien une solution du problème 1 a.

§ 23. — Or, on peut ramener d'une façon à la fois élémen-
taire et classique le cas général, où f (x) ne vérifie pas (39), au
cas particulier que l'on vient d'examiner. En effet, dans [4],
on a formé la série ^i^, y), du type (18), qui correspond au
choix ci-après des données frontières (2) :

dW, ==K, i/=0, a<o;<(3,
dn

K étant une constante. Les singularités de Y, étant beaucoup
plus faibles que dans le cas général, où f(x) est quelconque e [f],
on peut démontrer directement que Ti est une solution du
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problème 1 a sus-énoncé ; mais on peut le déduire aussi d'un
résultat du prochain chapitre. Ce point acquis, soit f e [f] ;
nous prendrons (cf. [9]) :

(43) K-^.

Appelons alors ^F, la série (18) correspondant au choix ci-
après pour y == 0, a < rc < {î :

(44) ^=/^)_K.

En combinant (9), (43) et (44), on voit que :
r /W r?x^x^-^-0-

II s'ensuit que les conclusions du § 22 s'appliquent au pro-
blème 1 a, posé pour la donnée frontière (44) : la série (18)
correspondante forme bien une représentation de l'inconnue.

En effet, nous avons dit, au paragraphe 8, qu'en vertu
de la linéarité de notre problème, nos conclusions s'appli-
quent au cas où f se présente sous forme d'une somme
d'éléments de [/*].

Par suite, la fonction Fi :
F, = ¥ + ¥,

donne ainsi une représentation du type (18) de la solution
avec la donnée frontière /*e [/*]. Mais on voit de suite (Cf. (18),
(19), (43) et (44)) que le coefficient de Fourier de F, est égal
à d^w coefficient de la série (18); donc F = F,. Nous avons
donc vérifié que pour tout f e= [/*], la série F, déduite de f
au moyen de (18) et (19), donne bien la solution du problème
1 a : c'est le résultat à établir.

Note. Le potentiel W^P'), utilisé en cours de ce chapitre
n'est défini par [38] qu'à une constante additive près. On
choisira cette constante de manière que:

//.W,(P)dCTp=0.
D



CHAPITRE IV

SOLUTION DU PROBLÈME 16.

§ 24. — Au § 11, nous avons construit la solution formelle
u—définie par (6), (20) et (21) — de l'équation (16) avec la
condition frontière (17). Rappelons que la série u est absolu-
ment et uniformément convergente, sur D + C, ainsi que ses
dérivées premières en x et y ; donc u est, a fortiori^ une fonction
hôldérienne sur D + C. Rappelons aussi que R(rc, y), définie
par (12), (13), (14) et (16) est hôldérienne sur D + C. On
peut toujours, sans restreindre la généralité, supposer que :

^u(P)(fo,=0.

En effet s'il n'en était pas ainsi, il suffirait de prendre la nou-
velle inconnue M, :

ui = u — Ci,
où la constante Q est donnée par

2(a+6)Ci==^u(P)^.

Il est clair que u^ est une solution régulière d'une équation
de type (16) où il faut changer R en R —A^C,; (17) demeure
toujours valable.

Posons U == u dans la formule (40) : il vient (Cf. [16] et [17]),
en reprenant les notations du § 19 :

(45) u [x, y) == u (P) == |̂  G(P, Q) "(Q) ̂ Q

-^J^G(P,Q)R(Q)(foç.

C'est l'équation intégrale que vérifie u, solution de (16)
vérifiant (17).
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§ 25. — Montrons maintenant que la série (6), (20) et (21)
est une solution de (45). En reprenant une méthode utilisée
au chapitre ni, nous allons identifier les coefficients de Fourier
des deux membres, où on aurait substitué à u sa représen-
tation (6); compte tenu de (41), cela revient à vérifier la
relation :

k^m.n——^

•^•m.

identique à (20).

§ 26. — En s'appuyant sur les résultats rappelés au § 24, les
raisonnements du § 21 prouvent que le second membre de (45)
— où on a substitué à M la série (6), (20) et (21) — possède des
dérivées du second ordre, continues en P e D ; le laplacien
du second membre vaut : — k^u 4- R- Cela montre que la
solution envisagée de (45) est aussi solution de (16). Comme la
série (6), (20), (21) est dérivable terme à terme, (4) prouve que
la condition frontière (17) est satisfaite.

Ainsi, la solution formelle u est complètement justifiée.

§ 27. — Examinons, en particulier, le cas où f(x)=.'K.
(Cf. (43)). On trouvera dans [4] la forme explicite des fonctions
correspondantes R(rc, y) et <t>(;r, y), introduites au § 10. On
constate que ^ et R présentent au point x == ?, y = Oy une
singularité du type (Cf. pour les notations, le § 4) :

p log p cos 0 — pO sin 0.

Un résultat de la théorie des séries de Fourier à deux variables
garantit alors la convergence du développement en série de
cosinus de 0(rc,î/) dans D (5). La formule (13) donne donc le
moyen de construire une représentation du type (18) de la
fonction ^¥i(x, y), utilisée dans les raisonnements du § 23.

On peut, en s'appuyant sur des résultats de cette nature,
donner la justification de la méthode de résolution par simple
substitution de l'équation (16), avec la condition frontière (17).
Mais il semble préférable, lorsqu'on veut rester à un niveau
plus élémentaire, de suivre la marche esquissée ci-dessus.

(5) Ce résultat est, d'ailleurs, valable pour R et ^ correspondant à tout /e[/];
mais la démonstration de ce fait général est plus délicate que celle du cas parti-
culier; cf. [9], p. 711.
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