
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

LINDA NAÏM
Sur le rôle de la frontière de R. S. Martin
dans la théorie du potentiel
Annales de l’institut Fourier, tome 7 (1957), p. 183-281
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1957__7__183_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1957, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1957__7__183_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR LE RÔLE DE LA FRONTIÈRE DE R. S. MARTIN
DANS LA THÉORIE DU POTENTIEL

par M"® Linda NAÏM.

INTRODUCTION (*)

1. La théorie du problème de Dirichlet a connu ces dernières
années un important développement, en particulier pour géné-
raliser dans diverses directions la théorie ordinaire du cas
euclidien basée sur la méthode des enveloppes de Perron-Wiener-
Brelot [1]. Dans l'une de ces directions, on conserve les fonctions
harmoniques et on généralise peu le domaine; on opère toute-
fois sur les «espaces de Green » introduits par M. Brelot et
G. Choquet [20], contenant par exemple pour deux dimensions
les surfaces de Riemann hyperboliques ; mais l'extension porte
surtout sur la frontière, obtenue non pas nécessairement comme
frontière dans un espace de Green plus grand, mais par complé-
tion à partir d'une métrique quelconque compatible avec la topo-
logie dans l'espace de base; de plus les conditions-frontière,
au lieu de porter sur des fonctions sousharmoniques ou surhar-

moniques M, portent sur - , h étant une fonction harmonique

> 0 fixée. Nous considérerons seulement ici deux axiomatiques
correspondantes (M. Brelot et G. Choquet [20], M. Brelot [18])
qui englobent, outre le cas euclidien classique, divers autres
problèmes comme ceux relatifs à la frontière «ramifiée» [7]
ou «géodésique» [20], la frontière de Stoïlov des surfaces de
Riemann [39] ou celle de R. S. Martin [17].

L'allure d'une fonction harmonique ou surharmonique à

(*) Pour mieux situer les présentes recherches dans la théorie du potentiel, voir
les articles historiques et bibliographiques [15], [16] et surtout [12].
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la frontière de son domaine de définition a aussi été fort
étudiée, mais les résultats connus, à part l'approche sur des
lignes de mouvement brownien (J. L. Doob [27] [28]), ne
concernent que des cas particuliers importants, comme les
fonctions à intégrale de Dirichlet finie, les solutions de divers
problèmes de Dirichlet, les fonctions harmoniques ou surhar-
moniques positives étudiées au voisinage d'un point-frontière
irrégulier (M. Brelot [8]), ou bien une frontière euclidienne
assez régulière comme dans l'étude par M.me J. LeIong-Ferrand
[32] des fonctions surharmoniques > 0 dans un demi-espace.

Dans toutes ces questions, et dans bien d'autres, est apparu
l'intérêt d'un usage beaucoup plus large de la frontière
de jR. 5. Martin (1), introduite par son auteur pour étendre
l'intégrale de Poisson-Stieltjes selon une représentation intégrale
des fonctions harmoniques > 0 dans un domaine (qui peut être
plus généralement un espace de Green). On en connaît
maintenant le lien étroit avec la théorie des éléments extrémaux,
qui selon un théorème récent de G. Choquet, fournit aussi cette
représentation intégrale. D'autres applications de cette frontière
ont été données, comme une forme générale du principe des
singularités positives de Bouligand et une extension du pro-
blème d'existence et d'unicité de Cauchy (M. Brelot [9]),
et surtout le développement du problème de Dirichlet corres-
pondant (M. Brelot [17] [18]), dit problème de Dirichlet-Martin,
contenu dans la deuxième axiomatique qu'il a suggérée et que ce
mémoire va essentiellement prolonger.

Le présent travail mettra donc en relief le rôle privilégié
de la frontière de Martin dans les deux questions de théorie
du potentiel soulignées plus haut : allure à la frontière des
fonctions surharmoniques > 0 et problème de Dirichlet.
L'outil essentiel et nouveau sera une notion (Teffilement en
un point de la frontière de Martin, notion inspirée de l'effile-
ment classique en un point intérieur [3], et qui dans le cas
très particulier du demi-espace, équivaut à l'une des notions
introduites par Mme Leiong dans ce cas pour caractériser
diverses raréfactions d'ensembles au voisinage de la frontière.
Il en dérive une notion de pseudo-limite, plus faible que la

(1) Voir la théorie originale dans [33]. On trouvera un historique dans [26], des
compléments dans [9] et [40], et un nouvel aspect de la question dans [18].
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limite selon la topologie de Martin, et qui semble bien adaptée
à toute notre étude.

Il sera ainsi possible d'établir des propriétés générales de
pseudo-limites pour le quotient d'une fonction surharmonique
> 0 quelconque par la fonction de Green, ou par une fonction
harmonique > 0 fixée ; elles contiennent la plupart des résultats
obtenus par Mme Leiong dans le cas particulier du demi-espace. Il
en résulte une forme très améliorée du principe du maximum où
de nouvelles conditions-frontière s'expriment à l'aide de l'effile-
ment ou de la pseudo-limite.

Grâce à ces résultats, l'usage systématique de la frontière de
Martin dans l'étude axiomatique du problème de Dirichlet
permettra d'établir l'équivalence des deux axiomatiques
précitées, et d'étudier l'allure à la frontière de la solution
dans le cas le plus général. Cela s'appliquera en particulier
à la frontière de Martin, où l'on peut aller plus loin que dans
le cas général, et étendre les traits essentiels de la théorie
classique. Enfin, par une correspondance convenable établie
entre la frontière de Martin et toute frontière pour laquelle
la théorie du problème de Dirichlet est possible, on ramènera
le problème de Dirichlet le plus général à un problème analogue
relatif à la frontière de Martin, ce qui souligne le caractère
en quelque sorte universel de cette frontière.

2. Donnons un aperçu un peu plus détaillé de ce travail:
Dans un premier chapitre de préliminaires, on rappelle les
notions indispensables sur les espaces de Green, la théorie de
l'extrémisation (ou balayage) dans un espace de Green, et
la frontière de Martin A, dont la réunion avec l'espace fonda-
mental Q est V espace de Martin il. Pour tout point XQ e A,
on sait que la fonction de Green «normalisée» 7——'—- (y e û,

br(a?, yo)
VQ fixé e û) ouK(rc, y} admet, pour X—^XQ, une limite (harmonique)
K(a;o, y) qui correspond biunivoquement à x^\ les points XQ
appelés minimaux correspondent à certaines de ces limites, dites
minimales et jouissant de propriétés extrémales. Suivent de
brèves indications sur les théories axiomatiques du problème
de Dirichlet pour des frontières générales.

Le chapitre n introduit la notion (Teffilement à la frontière
de Martin : l'effilement d'un ensemble E c Q en un point
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XQ eA est caractérisé, si XQ n'est pas isolé de [xo} U E, par
l'existence d'une mesure m > 0 sur Q telle que

JK (x^ y) ̂ m (y) < Um inf FK (x, y) dm (y).
•/ a?•^.ro,.c€E•/

La théorie du potentiel fournit, par un balayage, des critères
essentiels. On en déduit par exemple une caractérisation
nouvelle des points minimaux, qui se trouvent être les points
de A où Q n'est pas effilé. La pseudo-limite en un point-frontière
XQ (nécessairement minimal) signifie la limite prise selon le
filtre formé des ensembles de complémentaire effilé en a?o;
elle vaut la limite prise dans il hors d'un ensemble convenable
effilé en Xo.

L'introduction d'un nouveau noyau 0(x,y) prolongeant

convenablement dans Q le quotient-———~~L~~——^ et l'étude
G (a;, yo) G (y, î/o)

des potentiels-9 correspondants permettent de montrer un
autre aspect de l'effilement. C'est ainsi que la pseudo-limite
apparaît comme la limite selon la topologie la moins fine
rendant continus les potentiels-6, dite topologie fine. Toutefois
ces potentiels n'interviennent plus guère dans la suite, et le
paragraphe qui en traite peut être laissé de côté.

Quelques propriétés des domaines partiels complètent ce
chapitre.

Le chapitre ni étudie l'allure à la frontière A d'une fonction

surharmonique v > 0. On montre essentiellement que ^ , v / ,
G(o;,yo)

admet en tout point minimal une pseudo-limite > 0 finie ou + oo,

et que, pour XQ minimal, admet en XQ une pseudo-limite
K(o;o, x)

finie ^ 0. Puis, grâce à une étude de l'extrémisation d'une
fonction harmonique h > 0, on voit que si v est un potentiel
de Green, — admet à la frontière une pseudo-limite nulleh
sauf sur un ensemble A-négligeable (c'est-à-dire de A-mesure
harmonique nulle) $ il s'y rattache une caractérisation des
ensembles sur lesquels l'extrémale de h est un potentiel de
Green. Le cas particulier du demi-espace est examiné en détail.

Le chapitre iv donne d'abord dans il une forme nouvelle
du principe du maximum, où la condition-limite est imposée
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non sur un voisinage du point-frontière mais seulement sur un
ensemble non effilé en ce point; il s'ensuit par exemple la nullité
de toute fonction harmonique dont le quotient par une fonc-
tion harmonique h > 0 fixée est borné et admet en tout point-
frontière hors d'un ensemble A-négligeable arbitrairement
choisi, une pseudo-limite nulle ou seulement une limite nulle
sur un ensemble non effilé en ce point.

Puis on étudie l'allure à la frontière de la solution du pro-
blème de Dirichlet-Martin. Ici encore la notion de pseudo-
limite se substitue à la limite ordinaire et permet d'adapter
le résultat classique fondamental sur le partage des points-
frontière en points réguliers où la solution prend la valeur
de la donnée pour toutes les données finies continues et en
points irréguliers qui n'interviennent pas dans la résolution
du problème de Dirichlet.

Un dernier chapitre traite surtout des applications de la fron-
tière de Martin à l'étude axiomatique du problème de Dirichlet,
pour tout espace compact métrisable Q dont Q est un sous-
espace partout dense de frontière F == il — Q.

A tout point minimal XQ e A, tel que le filtre formé des
ensembles de complémentaire effilé en XQ soit convergent
dansJJ, on fait correspondre le point limite sur F, dit pôle
dans Q de la fonction minimale K(a:oî y)- Cela définit une applica-
tion 0 d'un sous-ensemble de A, noté AÏ, sur un sous-ensemble
de F, et l'on montre de manière essentielle que si le problème
pour Q s'intègre dans la deuxième axiomatique [18] relative
à une certaine fonction harmonique A>0dans Q, les complé-
mentaires respectifs sont A-négligeables, c'est-à-dire négligeables
au point de vue du problème de Dirichlet pour les frontières A
et F respectivement, et la fonction h.

Il en résulte l'équivalence pour Q des deux axiomatiques
connues et si l'une de ces deux axiomatiques s'applique à
l'espace Q, la solution la plus générale correspondant à une
donnée f sur F se trouve égale à la solution du problème de
Dirichlet relatif à la frontière de Martin et à la donnée f^
définie hors de l'ensemble négligeable A—A 7 , par f^=fo^>.

Cette correspondance entre les frontières a d'autres appli-
cations : lorsque chaque point-frontière de F forme un ensemble
A-négligeable, les quotients par A des fonctions minimales dans Q
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sont non bornés; il s'ensuit par exemple que dans les domaines
euclidiens plans ou bornés, les fonctions minimales sont non
bornées. On donnera aussi quelques résultats généraux dans
l'étude d'un phénomène « d'action à distance » dans le pro-
blème de Dirichlet, qui se manifeste, comme on le sait dans
le cas euclidien par exemple, par le fait que la solution peut
être non bornée au voisinage d'un point-frontière, bien que
la donnée soit bornée au voisinage de ce point.

Cette étude a été résumée dans quatre Notes aux Comptes
Rendus de l'Académie des Sciences (L. Naïm, [35] [36] [371 [38]).

Les présentes recherches posent bien des questions et
quelques-unes seront explicitées ; mais il faudrait aussi appro-
fondir les relations de la frontière de Martin avec la théorie
des lignes de Green (trajectoires orthogonales des surfaces de
niveau de la fonction de Green) (voir [20] [13] [29]) ou avec celle
du mouvement brownien (selon les idées de J. L. Doob [27] [28]),
théories qui introduisent de nouvelles conditions aux limites,
ou encore avec la nouvelle frontière idéale de Kuramochi [30].
D'autre part, bien que notre étude utilise la théorie fine du
potentiel classique, on peut espérer une extension systéma-
tique aux solutions de certaines équations aux dérivées partielles
de type elliptique [34], ou même à certaines familles de fonctions
dans les espaces topologiques généraux pour lesquels on a déjà
développé des axiomatiques d'un problème du type de Dirichlet
qu'il s'agirait de poursuivre (G. Tautz [4l], J. L. Doob [28],
M. Brelot [19]).

Je suis heureuse de pouvoir exprimer ici ma profonde
reconnaissance à M. Marcel Brelot, dont les conseils, les
suggestions et les constants encouragements m'ont été si
précieux, et à qui je dois l'essentiel de ma formation mathé-
matique. Je remercie M. Henri Cartan qui m'a fait l'honneur
de présider le Jury, et M. Laurent Schwartz qui a bien voulu
me donner le sujet de la seconde thèse. Mes remerciements
vont également à M. Gustave Choquet qui a accepté de se
joindre au Jury lors de la soutenance.



CHAPITRE PREMIER

PRÉLIMINAIRES

I. — Rappel de notions sur les espaces de Qreen.

3. Espaces de Green. — Rappelons [20] qu'un espace 8
est un espace topologique connexe séparé satisfaisant aux
conditions suivantes :

a) A chaque point x est associé un voisinage ouvert T^
et un homéomorphisme de ̂  sur un ouvert ̂  de l'espace RT

(déduit de l'espace euclidien î{^ à T ^> 2 dimensions par
l'adjonction d'un point à l'infini ^ qui le rend compact).

b) Si l'intersection de deux tels voisinages n'est pas vide,
les images correspondantes sont, par l'intermédiaire des
deux homéomorphismes, dans une correspondance isomé-
trique, ou aussi, dans le cas T == 2, seulement conforme.

Cette correspondance peut être directe ou inverse.
On démontre que ê, localement compact, est métrisable

et dénombrable à l'infini (réunion dénombrable de compacts).
Dans le cas de structure isométrique, tout point dont l'image
dans V^ est à l'infini, ce qui est indépendant de a?, est dit
point à Vin fini; ces points forment un ensemble dénombrable.
On les évite dans le cas de structure conforme en prenant
toujours ^ dans R2.

Les espaces ê comprennent en particulier les surfaces
classiques de Riemann, les variétés analogues à deux dimen-
sions, mais non orientables, et aussi les espaces métriques
connexes localement euclidiens, dont la structure est définie
par l'isométrie locale avec R\

Uharmonicité^ la sous ou surharmonicité dans un ouvert
de ê sont définies par les mêmes propriétés locales sur l'image,
ce qui implique la connaissance de ces notions au voisinage
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de ̂  dans FF (voir [4]). A toute fonction v surharmonique
dans un ouvert de ê correspond localement, donc globale-
ment, une mesure positive « associée » (on dit aussi des masses
associées) qui est sur toute image locale la mesure associée à P
au sens de la théorie dans R^. Un ensemble de 8 est dit polaire
s'il existe localement une fonction surharmonique valant + oo
au moins sur lui ; « quasi-partout » signifie « sauf sur un ensemble
polaire ». Une fonction est quasi-surharmonique si elle vaut
quasi-partout une fonction surharmonique, dite régularisée,
et nécessairement unique.

S'il existe dans ê une fonction surharmonique > 0 non
constante, l'espace est dit espace de Green. Il existe alors
pour tout point x une fonction minima dans ë, qui soit surhar-
monique > 0 et dont les masses associées contiennent la masse
+1 en x\ elle est harmonique hors de rc, atteint en a; seulement
son maximum (fini ou infini suivant que x est à l'infini ou non) ;
c'est la fonction de Green de pôle x, Ga;(y), symétrique en x
et y, notée aussi G(rc, y).

Le potentiel de Green d'une mesure positive m dans ê est
par définition la fonction v(x) == j G{x, y) dm {y) ; il est par-
tout infini, ou bien surharmonique, harmonique hors du
support fermé de m, et de mesure associée identique à m.
Un ensemble polaire est caractérisé par l'existence d'un poten-
tiel égal à + °° sur lui. Si une fonction surharmonique admet
une minorante harmonique, elle vaut la somme du potentiel de
Green d'une mesure ̂  0 et de la plus grande minorante har-
monique.

Ueffilement [3] d'un ensemble E de ê en un point Xç équi-
vaut, si XQ n'est pas isolé de \XQ\ u E, à l'existence d'un
potentiel de Green v d'une mesure > 0 dans ê tel que
^(xo) < liminf v(x), avec la restriction que XQ « E si XQ est un

ar-^a-Q, a'6E
a-^o

point à l'infini de ê et si T ̂ . 3. Les points d'un ensemble
où il est effilé forment un ensemble polaire, réunion dénombrable
d'ensembles fermés dans ê. Les ensembles contenant un point x^
et de complémentaire effilé en XQ sont les voisinages de ce
point dans la topologie la moins fine sur ê rendant continus les
potentiels de Green, topologie introduite par H. Cartan [2l],
et appelée par lui topologie fine.
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4. Le problème de Dirichlet « ordinaire » pour un ouvert contenu
dans un espace de Green. — A tout espace de Green Q,
qui est nécessairement non compact, on adjoint un point
d'Alexandroff A qui le compactifie selon l'espace Û', et on
étudie comme suit [20], pour un ouvert partiel co de Q, le
problème de Dirichlet « ordinaire » relatif à la frontière de <o
dans il'.

Si f est une fonction réelle sur cette frontière, on considère
les fonctions qui sont, dans chaque domaine composant oui de co,
sousharmoniques ou —oo, et dont chacune est bornée supé-
périeurement et de limsup^/* en tout point-frontière de (o;
l'enveloppe supérieure Hfô est dans chaque co», + °°î—°° ou
harmonique, et égale à H^' (où fest prise sur la frontière de 0)1).
Définition analogue de H^, qui vaut —H^, et H^H}?.

L'égalité avec une fonction harmonique H^, dite solution,
définit la résolutivité de /*. Toute fonction finie continue est
résolutive, et la fonctionnelle lî^Çx) définit, pour x fixé, une
mesure > 0 m^ sur la frontière, dite mesure harmonique en x
relative à co. Pour co connexe, la résolutivité de f équivaut à
la sommabilité-dm" de f pour un ou tout point x, et la solu-
tion s'écrit

H7(rc) == ffdm^

Si f est résolutive, la solution Hj° vaut, dans tout ouvert
partiel coi, H^1 où /*i vaut Hj° dans (o et f sur la frontière de co.

L'étude de l'allure de la solution au voisinage d'un point-
frontière situé dans 0 se ramène, vu le caractère local, aux
cas classiques antérieurs. Un tel point Xo est dit régulier si
pour toute fonction f finie continue, îïf(x)-^f(xo), ce qui

x-^s-Q
équivaut à l'existence au voisinage de Xo sur co d'une fonction
surharmonique > 0 tendant vers 0 en Xç et de borne infé-
rieure >*0 hors de tout voisinage de XQ. Uirrégularité d'un
point XQ pour co équivaut à l'efïllement en Xo du complémen-
taire, et les points-frontière irréguliers forment un ensemble
polaire.

Le rôle spécial du point d'Alexandroff Jb demande une étude
particulière qu'on ne rappellera pas ici.

Pour une fonction 9 dans Î2, on note 9 la fonction prolongée
par 0 en A.
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5. La théorie de rextrémisation ou du balayage. — La
théorie dite le plus souvent du « balayage » a été développée
de diverses manières ; dans [5] elle a, sous le nom d'extrémisa-
tion, une forme qui s'applique immédiatement à un espace
de Green et à une fonction surharmonique > 0 quelconque et
que pour cette raison nous adopterons ici.

Rappelons que Vextrémale d'une fonction surharmo-
nique v > 0 relativement à un ensemble E c Q (ou plus briève-
ment sur E) est par définition la plus petite fonction surhar-
monique >0 majorant v quasi-partout sur Q — E $ elle
minore ^, Régale quasi-partout sur Q—E, et en tout point
de Û où Q — E n'est pas effilé. On la note ê®, et le passage
de v à ê^ s'appelle extrémisation de v relative à E ou sur E.

ê^ croît quand E décroît; elle est harmonique à l'intérieur
de E, et si E est ouvert, elle y vaut la solution HÇ.

Lorsque v est le potentiel de Green d'une mesure m > 0,
c'est-à-dire une fonction surharmonique > 0 dont la plus
grande minorante harmonique est nulle, il en est de même
de l'extrémale, et la mesure associée m! est dite extrémisée
de m relativement à E (ou sur E). Le passage de m à m7 s'appelle
extrémisation de m relativement à E (ou sur E), ou encore
balayage de m relativement à Q—E. L'invariance d'un poten-
tiel par extrémisation sur E équivaut à ce que la mesure
associée ne charge (2) pas l'ensemble des points d'effilement
de Q — E, et si l'on note £3; la mesure définie par la masse + 1
en x, l'extrémale sur E de toute v surharmonique > 0 admet
la représentation intégrale

W-f^dt'^y).

Si E est ouvert, l'extrémisée t'x est, pour tout x e E, la res-
triction à il de la mesure harmonique en x relative à E.

II. — La frontière de R. S. Martin.

6. L'espace de Martin Ù. — La théorie originale de
R. S. Martin [33] peut s'adapter à un espace de Green Q. On

(l) Le substantif charge signifie mesure; ne pas charger un ensemble signifie
« donner la valeur 0 à la mesure de cet ensemble ».
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peut d'abord caractériser la frontière de Martin de la façon
suivante [18] : p, .

Soit K(x, y) = (xf y ) la fonction de Green « normalisée »
(jrfrr, yo)

en un point fixé yo €E ^? prise égale à 1 pour a? et y en yo. Il
existe un espace compact il unique à un homéomorphisme
près, dont il soit un sous-espace partout dense (donc ouvert
dans il et de frontière il—(2), tel que K(x, y) admette, quel
que soit y e Q, une limite quand x e Q tend vers un point-
frontière quelconque XQ, et que la fonction-limite, notée
K(^o? î / ) et nécessairement harmonique > 0 en y, corresponde
biunivoquement à XQ.

Alors K(a;,y) est continue de l'ensemble (x,y) pour a; e ô?
y e t J .

Cet espace Q est métrisable et indépendant du choix
de yo. Il complète l'espace il pourvu d'une métrique conve-
nable compatible avec sa topologie, par exemple une mé-
trique prolongeant dans Q la distance {x^) définie par
sup \K(x^y) — K{x^y)\ hors d'un compact a c (},(yo e a" ouvert

caca ) . C'est l'espace de Martin, et ô—Q est la frontière
de Martin, notée A.

7. Représentation intégrale des fonctions harmoniques > 0. —
Pour toute mesure de Radon (A > 0 sur A, j K(x,y)d[f.(x)
est une fonction harmonique > 0 de y e Q, et l'on peut repré-
senter ainsi toute fonction harmonique > 0 dans il.

La question d'unicité d'une telle représentation se traite
grâce à l'introduction des fonctions minimales. D'après Martin,
on appelle minimale dans iî toute fonction harmonique > 0
telle que toute autre inférieure lui soit proportionnelle. Les
fonctions minimales sont à un facteur près les Kfo?,y) pour x
appartenant à une certaine partie non vide A, de A, qui est
une intersection dénombrable d'ouverts, et dont les points
sont dits minimaux; et il existe une représentation unique
du type indiqué, dite canonique, pour laquelle la mesure (A,
dite aussi mesure canonique associée, ne charge que A,. Une inéga-
lité entre deux fonctions harmoniques > 0 entraîne la même
inégalité pour les mesures canoniques.

On note Ao l'ensemble des points non minimaux, qui peut
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être non vide, et pour x quelconque e i2, il sera commode
de noter K^{y) la fonction surharmonique > 0, K{x, y). Enfin
tout point minimal x sera dit pôle de la fonction minimale
K(Xf y). (Voir chapitre v.)

Dans le cas d'un domaine euclidien de frontière assez régu-
lière, la structure uniforme de (2 est dans Q identique à la
structure euclidienne et la frontière de Martin s'identifie à
la frontière euclidienne; pour tout point-frontière a?, K(a;, y)

ip //Jf*
est minimale et proportionnelle au quotient —^ ——la des

dn I an
dérivées normales en x des fonctions de Green de pôles y et yo
respectivement; et pour un domaine circulaire ou sphérique
de centre yo et rayon R, on retrouve le noyau de Poisson

W-\y-y^

i^-yr
Pour un domaine plan simplement connexe, qui se représente
conformément sur le cercle, on sait encore que la structure
uniforme de Martin est celle des bouts premiers, d'ailleurs
non comparable à la structure euclidienne, mais le cas plan
général est beaucoup plus complexe (voir des exemples dans [9]).

8. Le théorème fondamental de Martin a été depuis intégré,
comme on le verra, dans la seconde théorie axiomatique du
problème de Dirichlet, déjà mentionnée et que l'on va rappeler.
D'autre part, selon une remarque immédiate mais essentielle de
H. Cartan, les fonctions minimales égales à 1 en yo sont les élé-
ments extrémaux de l'ensemble convexe des fonctions harmo-
niques > 0 égales à 1 en yo, de sorte que la théorie de
Martin est maintenant conséquence des derniers résultats de
G. Choquet [23] [24] [25] sur l'existence et l'unicité de la
représentation intégrale d'un point d'un cône convexe à l'aide
des points extrémaux d'une section. Mais ce point de vue
ne sera pas utilisé ici.

III. — Étude axiomatique du problème de Dirichlet.

9. Rappel d'une première axiomatique. — Rappelons d'abord
les bases d'une forme élargie d'une ancienne axiomatique du
problème de Dirichlet, forme développée dans [18] à partir



THÉORIE DU POTENTIEL 195

d'un espace métrique complet Q où l'espace de Green Q est
partout dense, donc de frontière [)—Q.

Soit h une fonction harmonique > 0 fixée dans 0, le cas
h = 1 ayant été traité antérieurement [20]. On suppose qu'il
existe sur û une famille de filtres S convergeant vers des
points-frontière, telle que :

Ah) Si u sousharmonique dans Q satisfait à : — bornée supé-h
rieurement et lim sup — <; 0 quel que soit «^, alors u ̂  0.

^ h .Bh) Pour chaque 9, il existe un voisinage ouvert ^ du point
de convergence XQ et une fonction surharmonique v > 0
dans V n Qtels que -r—^0 et que -,- admette une borne infé-

^ . .rieure > 0 hors de tout voisinage de Xo. Cette condition
équivaut à ce que pour les voisinages ouverts co assez petits
de XQ, —H^^—^O, et il s'ensuit l'existence d'un v surharmo-h * ^
nique > 0 dans tout Q.

Pour une fonction f réelle sur iï—Q, 3ë/̂  est définie
comme l'enveloppe supérieure des fonctions u dans tî qui
sont sousharmoniques ou — oo, et satisfont chacune aux condi-
tions : — - bornée supérieurement et lim sup — ̂  f en touth h
point-frontière; elle vaut partout_4-00 ou—oo, ou est harmo-
nique. Définition analogue de 3'6/,A, égale à —^(-AA? e^
,̂ h ^S ̂ /. /r—^' ^ •> ' — ^

Si 9^f,h === ^/.A fi111? o11 dit q11® f es^ A-résolutive, et la valeur
commune est la solution 3e/. A. Les f bornées continues sont
A-résolutives, et pour cette famille de fonctions, la fonction-
nelle ^f,h{x) définit, pour x fixé, une mesure de Daniell d^î
sur il—Q, dite A-mesure harmonique en x. La A-résolutivité
équivaut à la sommabilité-cî^S (pour un ou tout point rc),
et la solution s'écrit

^x)=ffduî.

10. Nouvelle axiomatique. — Une nouvelle axiomatique du
problème de Dirichlet a été développée [18] lorsque l'espace il
de l'ancienne axiomatique est compact, autrement dit lorsque



196 LINDA NAÏM

l'espace de Green Q est un sous-espace partout dense d'un
espace compact métrisable Q, où il a la frontière F = = Q — Q .

Fixant h harmonique > 0 dans Q, on considère encore,
pour toute /"réelle sur F, les fonctions u dans Q qui sont soushar-
moniques ou —oo, et satisfont chacune à: -,- bornée supé-

rieurement et lim sup -.- ̂  f en tout point-frontière ; leurh
enveloppe supérieure est + °° ? — °° ou harmonique, et notée
ici 3)/̂ . On définit de même ®^A? égale à—®(-/).A; 8ans aucun
axiome, ces enveloppes satisfont à 2^A^3)/,A.

Lorsque ®/,A= ®/.A fini (en un point, donc partout), on dit
que f est h-résolutive^ et la valeur commune notée 3)^ ^ est la
h-solution. Ainsi f= i est A-résolutive, la solution étant h.

Un ensemble-frontière e est dit h-négligeable si 3)y ^ = 0
(y<y fonction caractéristique de e). Une condition nécessaire
et suffisante est l'existence d'une fonction surharmonique ^>0

ef
telle que — — ^ + ° ° e n tout point de e. Le changement de fsur

h
un ensemble A-négligeable n'altère ni les enveloppes ®/,A,
3)^ ̂  ni la A-résolutivité.

On dit que e est faiblement h-négligeable si ®^,A == 0$
cela équivaut à ce que toute fonction u sousharmonique
satisfaisant à : -7- bornée supérieurement et lim sup — ̂  0h h
en tout point-frontière hors de ^, soit nécessairement ^ 0.

Le développement ultérieur de la théorie repose sur l'axiome
suivant :
Axiome €i^ : Toute fonction finie continue sur F est h-résolu-
tive.

Alors sous la condition €L^ la fonctionnelle 3)y^(;r) définit,
pour x fixé, une mesure > 0 de Radon du^ sur F, dite h'mesure
harmonique en x', la A-résolutivité d'une fonction f équivaut
à la sommabilité-^S de f (pour un ou tout point a;), et la solu-
tion s'écrit

S^{x)^ffdy.î.

Enfin la condition que e soit A-négligeable (ou faiblement
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^négligeable) signifie que sa A-mesure harmonique extérieure
(resp. intérieure) est nulle.

Lorsque l'espace Q de l'ancienne axiomatique (avec A^
et B^) est compact, la condition ̂  est satisfaite, et les éléments
de la nouvelle axiomatique sont les mêmes que dans l'ancienne.
S'il n'est pas compact, on peut le compactifier selon iî métri-
sable où û est partout dense; pour cet espace [2, l'axiome
0ih est vérifié, et la nouvelle axiomatique donne une mesure
d\sï dont la restriction à il — il est da^, Û — il étant de
mesure-rfa^ nulle, c'est-à-dire A-négligeable. On peut ainsi
dire que la nouvelle axiomatique contient l'ancienne.

On appelle réduite ^ d'une fonction surharmonique v ;> 0
dans û, relativement à un ensemble-frontière ô, l'enveloppe
inférieure des fonctions surharmoniques .̂ 0 dont chacune
majore v dans un voisinage de e\ c'est aussi l'enveloppe
inférieure des extrémales de v sur les complémentaires dans Q
des voisinages de e dans Q (ou limite selon l'ordonné filtrant
des voisinages de e). Elle est harmonique, croît avec v et e,
et 0 ̂  ^ <^ v. Dans le cas particulier d'une fonction harmo-
nique h > 0, h^= 3\»,,A.

L'axiome €L^ est alors équivalent à chacune des conditions
suivantes :

(Si}» : La fonction caractéristique ÇA de tout compact A est
h-résoluti^e.

€L^: Les réduites h^ de h sont additives en A. compacta
autrement dit, pour tout x fixé, h^{x) définit une mesure,
ou encore he(x) == 3L ^(n;) est une mesure extérieure.

€i"h: Quels que soient les compacts disjoints A et B sur F
(ÀA)B==O.

Etant donnée h harmonique > 0 dans Q, on sait aussi traiter
le problème pour un ouvert partiel co de Q, de composantes
connexes co,, et sa frontière co dans il. Si f est donnée sur (S,
la fonction dans œ, égale dans chaque o^ à ®y//i (où f est prise
sur o)<) est aussi l'enveloppe supérieure des fonctions u dans co,
sousharmoniques ou — oo dans chaque co,, satisfaisant en tout
point-frontière de co à l i m s u p , ] ' 1 . On la note 3)̂ .

Introduction analogue de S^A^^.A; l'égalité avec valeur finie
partout caractérise la A-résolutivité de /*, qui a lieu pour toute
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fonction finie continue sur o> dès que la condition d^ relative à Q
est satisfaite.

Les ensembles A-négligeables (ou faiblement A-négligeables)
sont encore définis par la condition ®^,A = 0 (resp. 2)^ = 0),
avec même caractérisation que précédemment. Et si f sur F
est A-résolutive, la solution 3)y, h est égale dans œ à S&S? ^ où F
sur <o vaut -, 3)y, ^ dans Q et f sur F. Noter aussi que pour une

fonction f sur œ, nulle sur F, 3)^ = îî}h.
Une fonction u harmonique dans Q est dite associée à 0

au voisinage d'un point-frontière XQ s'il existe un voisinage
ouvert S de o?o tel que dans S n Q on ait u = Hg00. Si A harmo-
nique > 0 dans Q satisfait à la condition €L^ l'ensemble
des points-frontière au voisinage desquels A est associée à 0
est A-négligeable.

Dans l'espace de Martin L!, pour toute fonction harmonique
A > 0, la condition a^ est satisfaite, et l'ensemble Ao des points
non minimaux est A-négligeable. La A-mesure harmonique
d^{z) vaut K(z, y)d^{z), et

3)^(y)==J'K(z,y)^)^.(z),

ce qui pour / == 1 inclut la représentation intégrale de Martin

%)=/K(z,y)^(z);

la mesure dy^, portée par l'ensemble 'Ai des points minimaux,
est précisément la mesure canonique associée à A dont la
théorie de Martin avait établi directement l'existence et
l'unicité.



CHAPITRE II

LA NOTION D^EFFILEMENT A LA FRONTIÈRE DE MARTIN

I. — Définition et premières propriétés.

Soit Q un espace de Green, et Û l'espace de Martin associé.
Toutes les notions topologiques seront, sauf au dernier cha-
pitre, relatives à l'espace il, et l'on supposera le point fixe
VQ e Q distinct d'un point à l'infini de Q si la dimension/: de Q
est .̂3.

H. Les potentiels V(x) = J K ( x , y) dm (y). — Partons du
noyau de Martin K(rc, y) {xe Û- j i / o j ? y 6 ^)? obtenu pour
chaque y par prolongement continu de la fonction de Green

« normalisée » ^ } ? y / •
G(^ yo)

Le potentiel par rapport à ce noyau d'une mesure m dans
û, qui sera toujours supposée ^0, est défini dans tl-lyoJ par

V{x}=fK{x,y)dm(y).

Il est en chaque point x, ̂  0 fini ou + °° ? et égal dans Q- \ t/o}
au quotient par G(x, y^) du potentiel de Green

v(x)=fG{x, y) dm {y).

On supposera dans toute la suite que V(x) n'est pas partout
infini dans Û - ^ i / o j ? ^B équivaut à la même condition
pour v(x) dans Q, car si f K(a;o? y} dm (y) est fini en un point
quelconque x^ e iî-[yo^ l'extrémale de K^ relative au complé-



200 LINDA NAÏM

mentaire d'un compact a c Q est le potentiel de Green d'une
mesure v > 0 telle que

(vd^= Ç^-(ldm<+QO,i/ »/ 3ÎO

ce qui entraîne nécessairement v ~=fp. oo.

Principales propriétés.
1° U(rr) C5( une fonction semi-continue intérieurement de x

dans U-|yoj.
On le voit d'abord dans le cas où m ne charge qu'un

compacta de Q: U, semi-continu intérieurement dans Q-^ i/o j ,
est fini continu en tout point Xo e A, car la convergence de
K(n;, y) vers K(^o, y), uniformément en y e a, permet le
passage à la limite sous j . On passe au cas général en consi-
dérant une suite (a^) de compacts tendant en croissant vers Q,
et la suite de fonctions semi-continues intérieurement
Un(o;) == I K(rr, y) dm (y), qui est croissante et de limite U.

2° Si les potentiels de deux mesures ^.0 w,, ma, vérifient
Vinégalité Ui <^ Ug rfan^ Q-| î /o^, on a Ui <^ Ug Am^ 12 -^yo j .

L'inégalité dans il équivaut à ^i ̂  ^2 pour les potentiels
de Green de m^ m^ respectivement, donc, pour XQ e A et a
compact c Q, la mesure v > 0 associée à ë^"'01 satisfait à

J ^ rfv <; J ^2 ^v?

ce qui s'écrit, par interversion d'intégrations,

J ê?,7a ̂ i < / ̂ 7" dm,

et le passage à la limite sous f pour a croissant vers Q donne
l'inégalité cherchée

f K (^o, y) dm, (y) < J K(a;o, y) ̂ 2 (y).

Remarque. — En prenant K(*r,y) égale à 1 pour x et y
en î/o, on peut définir le potentiel U au point i/o, où il aura
la valeur m(jî /o0- Ainsi prolongé, U est semi-continu inté-
rieurement au point i/o? car pour le potentiel de Green v de

la mesure m, lim inf ^ , ) est égale à la mesure de \yA
x^y,. x^y,(j[X, yo)
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pour la mesure de Riesz associée à v^ c'est-à-dire m(|yol) .
Mais ce prolongement ne présente guère d'intérêt pour la
suite, où l'on n'étudiera les potentiels U que dans l'espace
û-^.

12. La notion d'effilement.

DÉFINITION 1. — Un ensemble E c Q est dit effilé au point
Xo e 12-^î /oj si Xo est isolé de \x^\ u E, sinon s'il existe un
potentiel U précédent (de mesure > 0) tel que V{xo) < lim inf U(o?),

X-^XQ xCE,
a-7^0

en supposant que XQ ^ E, si XQ est un point à l'infini de Q
et si T ̂  3.

C'est la notion ordinaire [3] si XQ e Q. Nous rencontrerons
plus loin (n08 14, 23) des exemples divers d'ensembles effilés.

Les propriétés de l'effilement à la frontière sont pour la
plupart l'extension de propriétés connues de l'effilement
ordinaire. Les démonstrations que nous en donnons n'uti-
lisent pas ces dernières propriétés, mais permettent au contraire
de les retrouver, car elles sont valables pour l'effilement
en un point intérieur, ou bien s'adaptent aussitôt à ce cas.

Propriétés immédiates.
a) La réunion de deux ensembles effilés en XQ est un ensemble

effilé en ce point.
b) Si E est effilé en x^ il existe un effilé ouvert contenant

E-^.
c) Tout ensemble polaire est effilé en tout point (3).
Noter aussi que l'effilement de E en un point Xo équivaut à

celui de l'intersection de E et d'un voisinage quelconque de XQ.

THÉORÈME 1. — Pour que l'ensemble E c Q soit effilé au
point Xo non isolé de ^XQ\ u E et n'appartenant pas à E, il faut
et il suffit qu'il existe un potentiel U satisfaisant aux conditions:

V{xo) fini, et V{x) ->• + oo (x —^ x^ x e E, x ^=- Xo) (4).

(3) Pour cette dernière propriété, on part d'un potentiel de Green (=/= oc), égal
à 4- °c sur l'ensemble polaire e ne contenant pas î/ç, et on forme, par recouvrement
dénombrable de e et sommation, un potentiel U fini en XQ fixé, et valant + » sur
e-ja'oj, d'où le résultat.

(4) La démonstration est inspirée de celle du cas de l'effilement ordinaire [3].
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Soit m une mesure > 0 dans Q, de potentiel U vérifiant
l'inégalité V{xo) < lim inf V{x). Le potentiel de la restriction

X-^TQ, .r€E,
x^j'o

de m à un compact a de Q—\x^\ est fini continu au pointa?
celui Ua de la restriction de m à Q — a satisfait donc à

lim inf V^x) — Ua(a;o) = lim inf V{x) — V{x,) == d > 0,
x-^XQ,xÇE, a'-^.To. ̂ E,

•CT^O .r^a-o

et Ua(^o) tend vers zéro quand a tend vers Q- ja;oj. On
'i

choisit le compact o^ tel que U<^(a;o) <;-3-; alors le potentiel
00 ^ M

S Uo^ est fini en XQ, et tend vers + oo quand x e E tend vers XQ
1 oo N

puisque lim inf^U^(.r)>lim inf^U^(a;)>Nd arbitraire-
x-^-x^, ar6E, i x->- x^. .r6E, i

a;^a?o .c^^o
ment grand.

II. — Critères cTeffilement.

13. Critères généraux.

THÉORÈME 2. — Pour que V ensemble E c Q 5oi( ej^fé au
point XQ, il faut et il suffit qu^il existe un voisinage S de XQ tel
que l^extrémisation de K^ sur û — E n S ne conserve pas cette
fonction.

Supposons Peffilement de E, et examinons le cas non immé-
diat où XQ n'est pas isolé de \XQ\ u E. Soit U un potentiel
tel que

U(a:o) < y < lim inf U(rc).
X-^-XQ, a*6E,

X^XQ

On a V(x) > y dans un voisinage 8 de Xo sur E(yo « à), donc
le potentiel de Green égal à G^.U hors de î/o majore y.Gy^ sur
E n §; d'après la propriété minimale de l'extrémale, il majore
Y-^^^Ï/G^, y)de^{y) partout dans Q, (^ extrémisée
de £^ sur Q—E n S), d'où

FK ,̂ t/) ̂ (y) < -i- V{x) {x e Q - ̂  ).
t7 ï
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La même inégalité valable dans SJ— \yQ\ donne au point XQ

rK^^^^x-iu^)
J \

ou
VW<^{yQ)=l.

Réciproquement, supposons que pour un certain voisinage S
de XQ, l'extrémisation de K^ sur û — E n o ne conserve
pas cette fonction. Si l'extrémale est identiquement nulle, on
conclut aussitôt à l'effilement de E, car E n § est alors vide ou
polaire. Sinon, on trouvera un point z e û où

K(xQ,z)>fK(xQ,y)d^(y),

(^ extrémisée de ^ sur Q — E n à).

Soit V(x) = C K{x, y) ̂ (y), égal dans Q - {y,} à ̂ ^ et
^ G(x z} y»
à p.' ? / ou K{x, z) sur E n S diminué d'un ensemble e

^(fî Vo)^
polaire ; si XQ est adhérent à E n S — e, on a

lim inf V{x) = K(x,, z) >f K(x,, y)d^(y} = U(o;o),
«c •̂ ' x^, «ccErtÇ — g fc/

.r^a-o

d'où l'effilement en XQ de E n S — e, puis celui de E. Même
conclusion si XQ n'est pas adhérent à E n S — e.

Application. — Les points d'effilement de Q.
Rappelons ([9], [33]) qu'une propriété caractérisant dans Q

les fonctions K(xo, y) minimales est leur invariance par extré-
misation sur tout ensemble de û auquel le point XQ n'est pas
adhérent. Le théorème précédent, appliqué à E = Q, fournit
alors une caractérisation nouvelle et importante des points
minimaux :

THÉORÈME 3. — Les points minimaux sont les points de A
où il n^est pas effilé.

Ainsi, pour toute mesure m^O dans Q, et tout point x^
mininal,

f K(a;o, y) dm (y) = lim inf f K{x, y) dm (y).
x-^x^, a-€Q J
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THÉORÈME 4. — Pour que E soit effilé au point XQ, il faut
et il suffit que pour un voisinage convenable S de Xo, ë^"^0^)
soit arbitrairement petit.

La condition est suffisante. Montrons la réciproque dans le
cas de Xo non isolé de \x^\ u E. Soit U un potentiel fini en Xo,
tendant vers 4" 00 quand x e E tend vers Xo, et soit X > 0 tel
que XU(rCo) < &(£ > 0 arbitraire). On a XU(a;) > 1 dans un
voisinage S de Xo sur E, d'où l'on déduit, en raisonnant comme
pour le théorème 2,

fK(x, y}d^(y)^\V{x) (x^Ù-{y^

£^ désignant l'extrémisée de £^ sur Q — E n S. Au point Xo,
il vient donc

/K(rro,2/)^(î/)<XU(a;o)

^^(^Xe.

On donnera plus loin (n° 19), pour un point Xo minimal,
une forme améliorée de ce théorème.

Autre forme de ce résultat. Soit E c Q ; extrémisons £^ sur
û—E, et considérons le potentiel U(rc) == j K(a;, y ) d e y ^ ( y )
de la distribution balayée £^. Il est partout ^ 1, égal à 1
quasi-partout sur E (5), et c'est dans U—\VQ\ le plus petit
potentiel U égal à 1 quasi-partout sur E. On l'appellera poten-
tiel capacitaire de l'ensemble E. Le théorème 4 peut alors
s'exprimer sous la forme suivante, qui est à rapprocher d'un
critère d'irrégularité donné par de La Vallée Poussin [31] :

Pour que E c (} soit effilé au point x^ il faut et il suffit que
la valeur en Xo du potentiel capacitaire de E n § soit arbitrairement
petite avec le voisinage S de XQ.

14. Critère fondamental d'effilement en un point minimal.

LEMME 1. — (6) Soit u une fonction minimale dans Q.
Toute extrémale de u vaut u ou un potentiel de Green.

Car la plus grande minorante harmonique de (^(E c Q),
moindre que u lui est proportionnelle, et d'après l'invariance

(6) Car U(a;) est dans Q-\y j le quotient par Gy^ de l'extrémale de Gy, sur û — E.
(e) Remarque inédite de M. Brelot.
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de l'extrémale par itération, il y a contradiction à la supposer
non nulle et distincte de u.

THÉORÈME 5. — Pour qu^un ensemble E c Q soit effilé au
point XQ minimal, il faut et il suffit que V extrémisation de Ka;,
sur il — E ne conserve pas cette fonction.

La condition est suffisante d'après le théorème 2. Pour la
réciproque, on sait déjà [9] — et cela résulte (7) aussi de l'étude
axiomatique [18] du problème de Dirichlet — que l'extré-
misation de K^ sur l'intersection de iï et d'un voisinage
quelconque de Xo ne conserve pas cette fonction, de sorte
qu'il suffit d'étudier le cas de XQ non isolé de \XQ\ u E.

Alors, pour un voisinage convenable à de XQ, gç"^8 n'est
pas égale à K^; d'après ce qui précède, g^^Cs est aussi dis-
tincte de K^. Ces deux extrémales sont des potentiels de Green,
et le théorème se déduit de l'inégalité

g^-E^g^-Eng^g^-En^
XQ XQ XQ

entraînant que le premier membre surharmonique ^>0, majoré
par un potentiel de Green, est aussi un potentiel nécessairement
distinct de K^.

Exemple. — II est immédiat que K^ n'est pas conservée
par extrémisation sur l'ouvert où K^ > À > 0 (X < borne
sup de KaJ, donc l'ensemble des points de Q où K^^X est
effilé en XQ.

Dans le cas du cercle, cet ensemble est le complémentaire
d'un cercle tangent intérieurement à la circonférence-fron-
tière au point correspondant à XQ et identifiable à Xo, ce qui
donne un exemple d'ensemble effilé en Xo au sens actuel,
mais non effilé au sens ordinaire.

COROLLAIRE 1. — Les points de A où un ensemble E c il
est effilé forment une réunion dénombrable de compacts.

On considère une suite (Un) de domaines relativement
compacts tendant en croissant vers Q, et pour chaque Qn,
l'ensemble e^ des points x minimaux tels que êi^nu(•Q~E\ qui

(7) Pour une fonction h harmonique > 0 dans û, l'ensemble des points de A
au voisinage desquels h est associée à 0 est ^-négligeable. Donc K^g minimale,
associée à 0 au voisinage de tout point-frontière =^= XQ (voir par exemple [9]), ne peut
l'être au voisinage de XQ.
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est harmonique dans Qn, soit < Ka. dans Q^. Tout point
de e^ s'il est non vide, est un point d'effilement de E n [ Q^,
donc de E, et comme Ka;(y)—^"^"^(y)? est, pour y fixé,
fonction semi-continue supérieurement de x, e^ u Ao est réunion
dénombrable de compacts. Il en est de même de l'ensemble
des points d'effilement de E, qui est réunion des e^ u Ao puisque,
d'après le théorème, tout point minimal de cet ensemble est
dans un certain e^ pour n assez grand.

COROLLAIRE 2. — Soit (o un ouvert de V espace de Green Q.
Si Q — a) est effilé en un point minimal Xo, il existe un domaine
composant de co et un seul dont le complémentaire {dans Q) est
effilé en XQ»

L'extrémale de K^ relative à co diffère de K^ et vaut dans
chaque domaine composant (Oi l'extrémale correspondante
ê^' d'où au moins un CD, où K^ > ê^1 , donc de complémen-
taire effilé en XQ. C'est le seul, car pour tout œy^co»,
Q — ( D J contient a), non effilé en x^ donc ne peut être effilé en
ce point.

Remarque. — La démonstration du théorème, à peine
retouchée, donne le même critère (déjà connu [5]), pour l'effi-
lement ordinaire en un point de û : on obtient encore l'inégalité
êg~E<Êg--En5+êg-EnC8, et on achève en remarquant que
si l'extrémale est distincte de K^, la mesure associée ne charge
pas le point x^ et réciproquement. Le corollaire 2 est aussi
valable pour XQ e Q et comme l'effilement de Q—co équivaut
alors à l'irrégularité de Xo pour co, il exprime sous une autre
forme un résultat connu :

Si XQ e û est point-frontière irrégulier pour un ouvert co, il
est point-frontière irrégulier pour un domaine composant de œ
et un seul.

III. — Le noyau 0. Les potentiels-6.

15. — Partons de

Qf^ ^- ^y)
u(x9y'~G{x^^G(y,y^
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(x et y dans Q- lyo l ) , et prolongeons-le par continuité dans
[j- | î /oj , pour y fixé, selon

efrr v}- K{x9 y} -{ x ï y ) ^ G ( y , y ^

Le potentiel-6 d'une mesure ;^.^0 dans Lî- |2 /oj , ne
chargeant que 0(8), est défini dans ^-{yo} par

u^)=/e(^y)^(y),
qui est ^> 0, fini ou + oo en chaque point rc, et égal dans
Q-^î /o^ au quotient par G(rr, yo) de la fonctionM=/^^""-G(2/,î/o)

On le suppose non partout infini, ce qui équivaut à la même

condition pour v dans Q. Alors -, ; w, est la restriction à
G (y,î/o)

û - ^ î / o j d'une mesure ^ 0 m dans Q(9), qui ne charge pas
î/o; v{x} est le potentiel de Green de m, et U^(^) peut s'écrire
fK{x, y) dm {y).

Inversement, partant d'une mesure ^0 m dans Q, qui ne
charge pas î/o, et de potentiel de Green non partout infini, on
peut prolonger la mesure ^0 du. (y) = G(y, z/o) dm (y) définie
dans Û- | î /o j en une mesure ^0 dans l2 - | î /o^ ; le potentiel

de Green de m s'écrit \ } ' v ) du. (y), et \ K(rc, y) dm ( y ) est
égal à Ut^). J G^? ^) J

D'après cela, les potentiels-6 que nous venons de définir
sont aussi les potentiels f K(o;, y) dm (y) pour lesquels m ne
charge pas 2/0. Outre les propriétés déjà connues de ces derniers,
ils possèdent certaines propriétés de « moyenne », que nous
allons indiquer rapidement. On les utilisera ensuite pour
rechercher un second prolongement du noyau 6, grâce auquel

(8) Dans l'hypothèse où U;* n'est pas partout infini, il est équivalent, d'après
ce qui suit, de supposer que p. est une mesure dans Q-jî/jj.

(9) Car f - ^•//— est alors fini pour la restriction de |JL à un voisinage
./ G(î/» 2/u)

quelconque de t/o.
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on pourra définir le potentiel-6 d'une mesure ̂  0 quelconque
dans Û - j y o j -

16. la mesure ̂  ^ et les moyennes {x, X). — Soit x e Û —|yoj,
Gfa; a;) .et X fini > 0, avec X < -^ v ?—L- si x est un point à l'infini

[G(^ 2/o)]
de Q. Inf(K;c, XG^) est un potentiel de Green, que l'on peut

écrire j w>—"^a^O2); (^ X est une mesure >0 dans Q,
J ^(^ 2/o) '

portée par l'ensemble des points où Q{x, y) = X, et de total
fd^=l.

Pour une fonction f dans Q, on dira que J fd^\ est sa
moyenne (x, X).

En raison de la symétrie du noyau 6, toute moyenne (x, X)
d'un potentiel U^ s'écrit aussi J U^'^a; sous cette forme on
voit qu'elle est finie, <^ U^(o:), et tend vers U^{x) quand X
tend vers sa borne supérieure (+ oo si a; n'est pas un point
à l'infini); c'est de plus une fonction concave croissante de X.

Remarque. — On voit aisément que (x^ \ est aussi la Ka.-mesure
harmonique en z/o, relative au domaine où 6(0;, î/)^^10)^
{-£-^- est la restriction à Q de la mesure harmonique ordinaire

yo
en i/o, relative à ce même domaine.

17. Le prolongement du noyau 0. — Soit xeù—yo; si
l'extrémale de K.p sur un ensemble E c Q est un potentiel
de Green, on notera [^ (et brièvement uia.) la mesure ^ 0

telle que 8Ea(y) == i ' — ~ ^a^(z) ? lorsque x e Q, elle s'exprime
J ^î/o) k ^/^

en fonction de l'extrémisée £œ par d^(z) = G(z, î/o) • x^ —-
XXJ yo)

Son potentiel-6 sera aussi dit associé à l'extrémale ë^.

THÉORÈME 6. — Pour tout point x e A, i7 existe une fonc-
tion >0 minima de y dans L?, ga'on notera 6 (a;, y), gui ^t
ega^ a ce^e fonction dans Q, 65( semi-continue inférieurement,
et majore en tout x' toutes ses moyennes (x1, X). Elle est symé-
trique en x et y, et 0(;r, x) = + °o.

(10) Le point d'Alexandrofî de Q est de Ka-mesure harmonique nulle pour ce
domaine.
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Nous allons construire ce noyau 6 de la façon suivante :
Extrémisons Ka. hors d'un compact a de Q, et considérons

le potentiel-0 U^'^y) == (^(y, z) d^-^z), qui vaut ^J^
J ^y,

dans Q, et la limite de ce quotient, ou pente [9] de êë^"^
en tout point y e A. Nous allons voir que sa limite 6(0;, y) pour
a croissant vers Q satisfait aux conditions de l'énoncé. Cette
fonction est évidemment > 0 semi-continue intérieurement
dans 12, égale à 6(a;, y) dans û, et l'inégalité de moyenne
qui résulte par passage à la limite de l'inégalité analogue
vérifiée par U^ a entraîne immédiatement 6(rc, x) = + a0'

La propriété de minima vient de ce que toute moyenne
(a/, X) : j 6(rr, z) d^'^{z) = U^'^(^), tend vers 8(a;, a / ) lorsque
X-^+00 (^ e A). Car si l'on reprend le compact a de Q,
on voit que U^'^ majore, pour X assez grand, le potentiel-9
U^S''"1 associé à l'extrémale de Ks relative a u — a, d'où l'on
déduit lim U^'.^(rc) ^^(a/, a;), puis l'égalité grâce à

lim U^^)<e(a;, aQ,
x^+00

et à la symétrie qui résulte du lemme suivant :
LEMME 2. — Quels que soient les points x, a/ de U- |yoj ,

et le compact OL de û dont la frontière a ne contient pas yo,
on a

U^-'^) = Urô-^).
Démontrons la propriété dans le seul cas non immédiat

où x et rr' e A. Soit une suite y^ —>• a/, y, e Q, pour laquelle
on sait que

j9(y, z)d^(z)=fQ{x,z)d^{z).

Si v est une mesure > 0 quelconque sur un compact de Q,
de potentiel de Green v, on aJ-̂ ,= ,̂;.A
où ê^"" converge uniformément localement vers êg^"01; donc
le premier membre tend vers

f^-'-f-Ë,^-
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et comme toute fonction finie continue sur a peut être appro-

chée uniformément par un quotient ^ > on voit que u.y
{Jye

converge faiblement (ou vaguement selon H. Cartan-Bourbaki)
vers ^s"

Par suite
fe{x,z)d^(z)^fe(x, z)d^(z),

tandis que, par la convergence uniforme de ©(y/,, z) vers
8(0;', z), z ea ,

Je(y, zKa,(z)-/e(o/, z)da,(z),

et on conclut par passage à la limite sur l'inégalité du début.
On donnera plus loin (n° 19) une autre caractérisation de

ce noyau 6.

Remarque. — La démonstration du théorème montre aussi
que, pour x fixé e A, le potentiel-6 U^.^î/) tend vers 6 (x, y)
quand X -— + ûo ? ce qui complète la propriété analogue
immédiate relative à un point x e u — ^ î / o } '

Quelques propriétés de Q{x^ x) pour Xo minimal.
1° 5i 6(0;, y) reste borné lorsque x varie au voisinage (Kun

point Xt e A, et y dans un voisinage S de Xo, 6(rpo, x) est continu
de x au point x^

Soit œ un voisinage ouvert de Xo complètement intérieur à S,
et soit U^o(rc) == j 6(rc, y) du.^ {y) le potentiel-6 associé à
Pextrémale de K^ relative à œ n Q (m^ mesure > 0 sur œ n Q);
diaprés l'hypothèse, U^o(o;) == ^{xo, x) au voisinage de x^
dans il, et on peut choisir le compact a de co n Q de façon que
le potentiel-6 de la restriction de a^ au complémentaire
de a soit arbitrairement petit dans un voisinage convenable
de x^ Comme le potentiel-fc) de la restriction de UL^ au compact a
est fini continu en tout point de A, fc^o? x) es^ continu de
x au point x^ et même aux points suffisamment voisins.

Il serait intéressant de savoir si la même hypothèse entraîne,
au moins lorsque x^ est aussi minimal, la continuité de 6 par
rapport à l'ensemble (rr, y) au voisinage des deux points Xo, x^

2° Pour Xoeiî-^y^ et \ > 0 fixés, le potentiel V^^(x)
vaut inf(6(a;o, x), X) dans Q et en tout point minimal.
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Égalité évidente dans Q; sar A,

?0, .(^) < inf (6^0, x), X) == /•(.r).

/* est semi-continue inférieurement dans 0, donc en un point
x^ e A, /*(a;i) ̂  lim inf f[x) = lim inf U^o. ^(:r), et si ̂  est mini-

aï-»-.z'i,a'6Q x-fx^, .r6<Q
mal, liminfU^o.^)=U^o,^(:ri), (th. 3), d'où la propriété.

x-^x^ ;r6Q

COROLLAIRE. — É)(^o? a;)? (^o minimal), est invariant par
moyenne (a/, X), pour À > 0 assez grand, en tout point x' où
9(a;o, x ' ) est fini.

Car toute moyenne (a/, X) s^écrit

J^e^o, 2)rfa,^(z)=U^^o),

qui pour XQ minimal vaut ©(^o? ^/) dès que X ̂  0(^o? ^/)-
On verra au n° suivant que 6(rro, a;) peut être infini en un

point x non minimal distinct de Xo. Mais il serait important de
savoir si B(rCo? ^) est fini en tout point minimal distinct de Xo.

18. Les potentiels-6.
Le potentiel-0 d^une mesure pi. ̂ 0 dans L!-|z/o| sera défini

hors de î/o par

U^)=/6(^t/)^(y),

supposé non partout infini. Cela équivaut à la même condi-
tion pour la fonction de x dans Q, v{x) = J K(y, x)du.(y),
alors surharmonique ̂  0 et de mesure associée ne chargeant

pas i/o; et V^{x) est dans Q-^oj égal à xx) '
^W î/o)

Inversement, toute fonction surharmonique ^ ̂  0 dans Û,
dont la mesure associée ne charge pas 2/0, admet une repré-
sentation v(x) == \ K(î/, x)du.{y), où ^ est une mesure ̂ 0t/
dans ^-|î/o| ; elle est donc, hors de î/o, de la forme

G { x , y , ) f ^ ( x , y ) d ^ ( y ) ,

c'est-à-dire qu'il existe un potentiel-0 égal à-^- dans Q-| yo j .
On le dira associé à ^. ^°
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Ainsi les potentiels-0 apparaissent comme les prolongements

à l'espace l2-|î/o| des quotients—définis dans Q- î î /o i seule-
yQ

ment (et où v est une fonction surharmonique ̂  0 dont la
mesure associée ne charge pas z/o).

Propriétés. — 1° U^- est semi-continu inférieurement dans
^"tî/o|? ^ déterminé dans cet espace par ses seules valeurs
dans Q.

Si a est un compact de 0, on notera pP"01 la mesure ̂  0
sur a telle que j K(y, x)d[^i:î~<:f•(y) représente Pextrémale de v
relative a u — a , pi-S"* la mesure analogue relative à Ka;. Les
propriétés précédentes du potentiel U^ découlent aisément
du lemme suivant, où l'on fera tendre a vers Q :

LEMME 3. — Pour tout point xeiï-^yo^ et tout compact a
de û, on a

U^-^)=Jurâ-*(!/)^(y),

ce qui s^écrit aussi, par interversion £intégrations

V^{x)=fvny)d^{y).

Égalité immédiate si xeÇi. Soit rceA, et une suite Xn-^x,
Xn e ̂ , pour laquelle on a donc

u^-^^J'iK-Wtx^).
U^'^—Ul10"^), tandis que U^-*(y) = U^?"'^) tend
vers U^r "(.r) == U^-" '(y), en restant borné indépendamment
de n et y, d'où, pour un voisinage compact a de t/o,

^-^"(y) ̂  (y) -^-^^"'(y) ̂  (y)-
Comme ( — est fini, la convergence uniforme locale de

" r' r r- A
^a vers ê^— entraîne que [ V^du.^ | ̂ a^ tend

vers Fê^-A^ Çvv-^dy., et le résultat s'en déduit.
Js yj^ Jv
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Remarque. — Si l'on prolonge ©(rc, y) pour x en î/o par
la condition 0(î/o, y) == 0 (y<=iî-^yo}\ V^{x) défini selon
j6(;r, y)dy.(y) a un sens en 2/0, où il est encore semi-continu

intérieurement. Car U^(î/o) = 0, et pour la fonction surhar-
monique v ̂  0 dont la mesure associée ne charge pas î/o,

cf( T\
lim inf v /-- == 0. Mais on continuera dans la suite à ne
a^yo. a-^yo^^? î/o)
considérer les potentiels-6 que dans l'espace Û-|yoj.

2° La donnée de U11 détermine pi dans Q, et il existe une
seule mesure p.o sur Q u A, telle que U^° = U^ : sa restriction
à A est la mesure canonique associée, par la théorie de Martin,
à la plus grande minorante harmonique de la fonction surhar-
monique ̂  0 f K(y, x) d\f. {y) ; on la dira encore mesure cano-
nique associée à V^.

Deux mesures distinctes sur A, dont l'une n'est pas cano-
nique, peuvent donc engendrer le même potentiel-6. C'est
ainsi que, si v^ est la mesure canonique associée à la fonction K.p
non minimale, (o^A),

V^(x)=Q{x^x).
Donc, au point Xo non minimal,

W(x,)=fV^x)d^(x).

3° Propriétés de moyenne. Par la symétrie du noyau 6,
toute moyenne (x^ \) d'un potentiel U^- vérifie l'égalité

f^d^=fV^d^

elle est finie, ^ ?(^0), et tend vers V^Xo) quand X tend
vers sa borne supérieure (car d'après la remarque suivant le
théorème 6, U^o'x {x) —>- 6 {Xo, x) dans ù).
f Vy~d^\ est une fonction concave de X; donc son quotient

par X, qui est aussi la moyenne (n?o, X) de -^.—^—' admet, quand
^j{Xo, X )

X tend vers sa borne supérieure, une limite finie ^>0 (u), et
si XQ e A, cette limite est égale à la mesure de l'ensemble des

(u) Cette limite est la pente de la direction asymptotique de la courbe représen-
tative, dont on sait déjà qu'elle vaut la mesure de \XQ\, si XQ e û.
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points où 6(a:o, x) = + ocl pour la mesure canonique associée
à IX

On voit ainsi que si XQ n'est pas minimal, la mesure cano-
nique v^ ne charge que F ensemble des points minimaux où
6 (a^, x) == + °° ? et qu'il existe au moins deux tels points
distincts.

19. Potentiels-6 et effilement. — L'introduction des poten-
tiels-9 permet de donner de nouvelles propriétés de l'effile-
ment à la frontière, et plus particulièrement en un point
minimal; elles sont encore l'extension de propriétés connues
de l'effilement ordinaire.

En reprenant le raisonnement du théorème 2, on démontre
d'abord le

THÉORÈME 7. — Tout potentiel-Q (Tune mesure .̂0 dans
iî-^t/Q^ vaut au point x^=/=- yo sa lim inf quand x tend vers Xo
sur tout ensemble de Q non effilé en XQ.

Application, — Ce théorème donne une nouvelle caracté-
risation du noyau 6(;z', y} pour x^ A : en tout point x1 minimal,

6 (x, x ' } = lim inf 6 [x, y)
y - ^ x , ,y6Q

et on passe au cas de a/ quelconque e A par

e(^o/)=/e(^ f/)^,(î/).
D'autre part, si x^ et î/i sont deux points minimaux, la

symétrie entraîne

^(^ 2/i) = lim inf6(^, y) •== lim inf 6 {x, î/i),
y-^yi. y^ x-^x^. a-6Q

et il faudrait bien savoir si cela vaut aussi la lim inf 6(0;, y).
x-^Xf. y-^y^

^J f^\ x, ^€Q
On sait que pour Xo e Q, lim inf 77.——— est égale à la mesure

x^x,,x^x^[Xo, X)

de |o;oj pour la mesure associée au potentiel-0 U; il y a exten-
sion à un point minimal selon le

LEMME 4. — Soit U le potentiel-Q d'une mesure ^0 dans

^"ïî/oi '9 sl ^o est minimal, lim inf v / est finie ^0, égale
x^x,, xç.^[x^ x)
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à la borne inférieure de . v / dans Q, et à la mesure de \XQ\y(^o, x) f ?

pour la mesure canonique associée à U.
L'invariance de K^ par extrémisation sur le complémentaire

d'un voisinage quelconque de XQ entraîne immédiatement

l'égalité de lim inf. )— avec la borne inférieure de ... ' )

x^a,. ^€Q y^o, X) 9(:To, X)

dans Q $ cette borne inférieure est nulle si la mesure canonique
associée à U ne charge pas \XQ\, donc égale à la mesure de \XQ\
dans le cas général.

Remarque. — II est donc immédiat que l'égalité, pour

tout U, de lim inf^-^ 2 . avec la limite pour X — + oo de
a-^o. a-eQ^^o? x)

la moyenne (xo, X) de ..- v / ? équivaut à ce que le noyau
^(XQ, X )

Q{XQ, x) soit fini en tout minimal distinct de x^
V(x}En transposant à .,—' -/— l'inégalité de définition de l'effi-

v(Xo, X )

lement, on obtient alors une nouvelle caractérisation de
l'effilement en un point minimal, qui est à rapprocher d'un
critère connu dans le cas ordinaire [3], le noyau newtonien
étant ici remplacé par le noyau ©(n;o, x) :

THÉORÈME 8. — Pour qu^un ensemble E c Q soit effilé en
un point minimal XQ non isolé de \XQ\ u E, il faut et il suffit
qu^il existe un potentiel-^ d^une mesure >0 dans U-^ î /o j ,
{et même seulement dans Q- t î /oR? soit U, tel que

/,, ,. . , V(x) .. . , V(x)1 lim mf v / < lim i n f . — — 7 -
x^^. .r€QO(a-oî X) a-^o-o. ^ÊE 0(a;o, X)

ou, ce qui est équivalent, un potentiel-Q tel que

(2» ^îr+m(x^x"x•E)•
Sans hypothèse d'effilement, on passe directement du poten-

tiel-6 d'une mesure a > 0 dans Q - ^ î / o j , vérifiant la condi-
tion (1), à un autre potentiel-6 qui vérifie la condition (2)
par le raisonnement du théorème 1, en utilisant ici l'inva-
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riance en a de lim inf. ^ / pour le potentiel Ua de la
x-^Xy. a;6E \J[XQ, X)

restriction de (JL au complémentaire d'un compact a c Q.
Si l'ensemble E c Q est effilé au point minimal x^ l'extrémale

de Ka., relative a u — E est distincte de K^, et le potentiel-9
associé (potentiel d'une mesure > 0 dans û-|yoj seulement)
vaut 6(rCo, x) sur E diminué d'un ensemble e polaire; en
lui ajoutant un potentiel-6 d'une mesure > 0 dans Q-^ î /o j ,
égal à + oo sur e, on obtient un nouveau potentiel-9,
soit U, tel que u^ , > 1 sur E, et lim inf v(x} , == 0.9(a;o, x} x^x,.xçQ^{x,, x)

Réciproquement, partant de la condition (1)
,. . . U(n;) ... ,. . . V(x)lim inf , v / < y < lim inf v / ,

.r-^a-o. -eQ C^o? x) x-^x^ xÇE\J\X^ X)

on voit qu'il existe un voisinage S de Xo tel que le potentiel-6,
soit V, associé à l'extrémale de Ka., relative à Q —E n 8 vérifie
l'inégalité

,. . . V(rr) . 1 ,. . . V(x} ^lim inf N / ^ — lim inf ^ N> / < 1,
x^ï^. XÇQU[XO, X) y x-^x^ xÇQ\J[Xof X)

d'où êg^Eft5^ K^, et l'effilement de E au point ^o-
En utilisant le noyau 6, on peut, pour un point minimal,

améliorer le critère du théorème 4 de la façon suivante :

THÉORÈME 4'"9. — Soit E^ Vensemble des points où
6(a;o, x) > \ > 0. Pour que E soit effilé en Xo minimale il faut
et il suffit que ê^."150^^^) tende vers zéro quand X-^+ °°*

Les ensembles E^ forment la base d'un filtre 9 moins fin
que le filtre des voisinages de XQ, et si E effilé en x^ rencontre
tout E^, on peut former un potentiel-9, soit U, tel que
. ^ ; -^ + oo quand x e E tend vers XQ selon ^ et que la
V[Xo, x) ^
fonction surharmonique > 0 ̂ , égale à G^. U hors de y^ soit finie
au point i/o. Soit k > 0 tel que A^(yo) < £ (e > 0 arbitraire) ;
on a k „ , ' ) > 1 dans E n E]- pour X assez grand, d'où

0(o;o, x)
gg^-EnE^^^ dans Q, et en particulier au point yo. Réciproque
immédiate.

Sous une autre forme, Veffilement de E au point x^ équivaut
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à ce que la valeur en XQ du potentiel capacitaire de E n E^
tende vers zéro quand \ tend vers + oo.

Remarque. — On voit facilement que cette condition n'est
pas vérifiée pour un point non minimal.

Capacité au voisinage de la frontière. Soit dans l'espace
de Green Q un ensemble E auquel yo 'n'est pas adhérent. Extré-
misons £^ sur û — E et considérons l'énergie de la distri-
bution balayée comme fonctionnelle de E. Prise pour les
compacts K de Q- \VQ\ , elle définit une capacité de Choquet [22]
6(K) alternée d'ordre infini, et vaut pour l'ensemble E précédent
la capacité extérieure 6(E). Elle est nulle si et seulement
si E est polaire (12).

En utilisant cette fonctionnelle et les surfaces de niveau
du noyau 6, on peut songer à rechercher un critère d'effilement
sous la forme suivante :

Pour E c Q et rco minimal, soit e^ la partie de E dans « l'inter-
sphère » ^n-^ 8(a?o, x) <^ 5n't'l, s constante > 1. L'efïilement de E

00 __

au point XQ équivaut-il à la convergence de la série ^snQ(en)?
i

La condition est suffisante, mais on ne sait si elle est néces-
saire.

Signalons toutefois que ce critère est valable dans le demi-
espace (cf. chapitre ni).

PROPRIÉTÉ. — 5i E est effilé en Xo minimal, l^ensemble e\
des points de E où 0(^o? x) == ^ a une mesure-y.^\ extérieure
qui tend vers zéro quand X —>• + oo.

On se ramène au cas de E ouvert, êë^ est un potentiel
de Green, donc pour le potentiel-6 associé, U^o ,

çv^ { x ) , ,,..û—12/ ,ix)Jw^r^^
•û-^.T T ( J L l ^ \

tend vers 0 quand X —^ + 00 - Or ~~9—~~ == 1 ^r E diminué
^(x,,x)

d'un ensemble polaire qui est de mesure- ̂ ,\ nulle, d'où

^-^^^ f^'l?^^-"0' ^+0.J ^ ^\Xo, X )

(12) C(E) n'est autre que la contenance-Gy, définie par M. Brelot dans [5], d'ailleurs
égaleàêg^tyo).
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Remarque. — Le lemme 4, les théorèmes 8 et 9, et cette
dernière propriété sont valables, ainsi que leurs démonstrations,
pour un point XQ e Q- ̂  ̂  à condition toutefois de faire tendre À
vers sa borne supérieure finie si XQ est un point à l'infini de iî.

20. — Dans le cas simple du cercle ou de la sphère, on connaît
l'expression du noyau de Poisson et de la fonction de Green,
et on voit facilement que sur la frontière 0 (x, y) vaut -,———,-

\x—y|T
à un facteur près (ï, dimension de l'espace). C'est dire que
le potentiel-6 d'une mesure > 0 sur la frontière de Martin
y est presque partout infini. En fait, dans le cas général, on
démontrera (n° 27) que si a est une mesure canonique sur A, les
points de A où V^[x) <; + oo forment un ensemble de ^-mesure
nulle, et c'est peut-être ce qui empêche les potentiels-6 de
jouer tout rôle important.

IV. — Topologie fine et pseudo-limite.

21. — Par définition l'effilement d'un ensemble de SJ en un
point XQ quelconque =7^1/0 s'exprime comme au chapitre n en rem-
plaçant les potentiels de noyau K par les potentiels-6 d'une
mesure dans U - ^ y o j . Pour un ensemble E c Q u Ai, on montre que
l'effilement en un point XQ équivaut à l'existence d'un poten-
tiel-y, de mesure ^> 0 dans Q- \yo\ , tel que V{xo) <^ lim inf U(rr),

.c-^a-o. ^E
X^-XQ

et même à celle d'un potentiel-6 fini en x^ et tendant vers + 00

quand x e E tend vers x^ Mais on ne sait s'il y a la même équi-
valence pour les ensembles de Ao.

Les ensembles contenant un point XQ et de complémentaire
effilé en XQ sont les voisinages de ce point dans la topologie 6
la moins fine sur î - l - j î / o j rendant continus les potentiels-8 ;
on l'appellera topologie fine parce qu'elle induit sur Q-^î/o|
la topologie fine de H. Cartan, c'est-à-dire la topologie la
moins fine rendant continues les fonctions sousharmoniques.
Elle est plus fine que la topologie de Martin, et L 2 - j z / y { ,
muni de S, est un espace régulier.

Les notions prises selon S seront qualifiées de l'adjectif
fin ou de l'adverbe finement. Dire qu'un ensemble E est effilé
en XQ, c'est dire que XQ est finement isolé de jr^ u E, ou ^qu'il
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n'appartient pas à l'adhérence fine de E. D'après le théorème 3,
les points minimaux sont les points de A finement adhérents
à Q; ils constituent la frontière fine de Q.

Toute limite selon S sera aussi dite pseudo-limite. Nous
verrons dans la suite de ce travail l'importance de la notion
de pseudo-limite dans l'étude de l'allure à la frontière des
fonctions surharmoniques > 0.

Des théorèmes 7 et 8, il résulte que pour tout potentiel-9
V(x}noté U, V(x) et .,, v / , ^ considérés sur Q seulement, admettent

0(^o,^)
en tout point Xo minimal des pseudo-limites égales à leurs
limites inférieures respectives en ce point.

Soulignons enfin une propriété importante de la pseudo-
limite, déjà connue dans le cas ordinaire (voir par exemple [3]) :

THÉORÈME 10. — Si f(x) définie dans un ensemble quelconque
CD c Q admet la pseudo-limite l en un point XQ e Ai lou e Q
mais T^î/o)) et où co n^est pas effilé, il existe un ensemble E effilé fixe
tel que f(x} —^ l quand x e CD n j E tend vers XQ au sens de la
topologie de Martin. _

Considérons une suite (°OJ de voisinage de l dans R, décrois-
sante de limite Z, et pour chaque n, un ensemble E/i c Q effilé
en XQ et un voisinage ^ de XQ tels que :

a) f(x) e ̂  pour x e CD n [ E^,

b) {^-^"(yo) < Je. > 0, S e, < l).\ i / «°
Soit E== (J (E,, n §„). L'extrémaleês^, majorée par S8^""8'

n

est, au point î/o, < 1 = K^(î/o), ce qui montre l'effilement
de E au point x^ et on voit que f{x) —-1 quand x <= co n ^ E
tend vers XQ au sens de la topologie de Martin.

V. — Domaines partiels.

Soit œ un sous-domaine de l'espace de Green Q, et soit co
sa frontière dans 12. La théorie de Martin est applicable à
l'espace de Green CD, dont la frontière de Martin sera notée A'0,
et on peut évidemment définir pour cet espace une notion
d'effilement analogue à celle définie pour Q. Nous allons donner
quelques propriétés de A^ et de l'effilement relatif à CD.
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22. La frontière de Martin de co.

THÉORÈME 11. — Soit a) un sous-domaine de Q, de fonction
de Green g, et soit XQ e a>, minimal ou intérieur à Q. Pour que
Q — o> soit effilé au point Xç, il faut et il suffit que pour un (ou

Q (T* 1/\

tout) point y e co, on ait lim sup °) ? u / > 0.
x-^x^ a;6(o <J(^ î/o)

On sait [20] que pour x et y^co,
^)=G^)-êë^),

où êëy(.r) == f G{x, z) dey (z), potentiel de Green de la mesure
extrémisée de £y sur œ, de sorte que

^^(^-J^^M-
et lim a>ip;^S-2Û-= K(;E., y)— lim inf fK(», i)A;(î).

.C-^-.TO, a*e(u ijr^«r, yo) X-^-XQ, a-Eto i/

L'effilement de Q — œ au point XQ entraine alors, pour
tout î/eco,

K(^,y)> fK^, z)d£;(z)== lim inf CK(X, z)d^{z),
^) X-^-XQ, 3*6(0 /̂

(1) étant non effilé en x^ d'où lim sup •^-T-^—— > 0.
a-^a-o. a€(o ( j [X , î/o)

Réciproquement, si cette inégalité a lieu pour un point y e œ,
la fonction K^ ne coïncide pas avec son extrémale relative
à û), car à priori

K(^y)- fK(:ro,z)^(z)> lim snp^f^-.
J T-^o. a-€to ̂ ^ !/o}

donc Q — (ri est effilé au point rpo.
Remarque, — Si rco6^? la condition de l'énoncé équivaut

évidemment à lim sup g(rc, y) > 0, forme connue de l'irrégu-
a'-»-a-o, a 6(0

larité du point o;o pour (ri.

THÉORÈME 12 (*). — Soit XQ un point de (ri, minimal
ou intérieur à Q. Si u == K^ ^ distincte de H ,̂ ^a Jî e-
rence u—H^ e5( une fonction minimale dans (ri.«

(*) Théorème inédit de M. Brelot.
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Montrons que toute fonction w harmonique > 0 dans o,
moindre que u—H^, lui est proportionnelle. En prolongeant
w + H^ par u hors de co, on obtient une fonction quasi-surhar-41
monique dont la régularisée w^ est dans les deux cas de la forme
Wi == v -)- CM, où c est une constante (0 <^ c << 1), et ^ le potentiel
de Green d'une mesure > 0, portée par co n Q et ne chargeant
pas les points d'effilement de Q —co, donc invariante par extré-
misation sur œ.

Comme ^==(1—c)u quasi-partout sur CD n û, on voit que,
dans co,

^=(l-c)H?,
et w = w, — HÏ == c(u— H?).* *

De plus, en posant toujours u === K^, et en prenant XQ e co
minimal ou intérieur à il, et point d'effilement de Q—co :

THÉORÈME 13. — Soit X'Q le point de A10, pôle de la fonction
minimale u' = u— H .̂ Toutes les suites x^—^x^ o^eco, telles

que lim inf v^ n) v î > 0 {ce qui est indépendant de y), conver'
n^oo lr(̂ , î/o)

gent vers XQ dans l'espace de Martin relatif à œ.
Il revient au même de montrer, en supposant yo e Q), que

°} n> VJ- tend vers la fonction minimale «normalisée» , } v ) '
g(^n, !/o) ^ ^ ^(!/o)

S'il n'y avait pas convergence, on pourrait trouver une
six v}suite extraite 6V n> v; convergeant vers une fonction w> harmo-
g{^ î/o) ^f \

nique > 0, distincte de ——- ; une nouvelle extraction donne-
u {Vo)

rait la suite x'n telle que g^^ y ) converge vers une limite
Lr^ î/o)

harmonique > 0 (13) moindre que u— H^, donc proportionnelle,

d'où pour ^xnî ^ la limite -u.^. par ailleurs égale à w(y),
g(^n, !/o) ^ ^ (î/û)

et la contradiction cherchée.
Pour XQ e Q, on retrouve un résultat donné par M. Brelot

dans [14].

(13) Car les ^[xnî ^ fortnent une famille normale dont on peut extraire une suite
GK, î/o)

convergeant vers une fonction harmonique >• 0.
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Lorsque le point XQ est extérieur à Q — co, on a le résultat
plus précis suivant :

THÉORÈME 14. — Soient co un ouvert de Q, et sur œ n A un point
XQ minimal extérieur àO. — œ. Pour toutes les suites x^ ->• x^ Xn e œ,
ê^ tend dans co vers ê^ ; cfonc si œ e5< connexe, toutes les suites
Xn —>• XQ convergent vers le même point minimal XQ de la frontière
de Martin de co.

Dans Q, ê^ (y) == j K(rr, y}d^{x\ où ^ > 0 ne charge
que w n Q, et a un total Jrfa^^l . On peut donc en extraire
pin convergeant vaguement vers une mesure (A > 0 portée
par l'adhérence de (S n Q dans [2; v{y) = K{x, y)d^(x} est
surharmonique > 0 dans Q, et pour tout point y e a>,

/ K{x, y) dy.'n W -^f K{x, y) dy. (x),
c'est-à-dire

^(y)-^)-
Nous allons montrer que v[y) == ê^ (y), d'où Ton déduira

aisément la première partie du théorème.
Soit, pour y fixé e Q^ e^ l'extrémisée de £y sur un domaine

sphérique (ou circulaire) de centre y et rayon r > 0 ; son
potentiel

V^{x)=fK{x,z)ck',r(z)

est fini continu dans iî, donc

/ V^x) du.'n {x) — / U^x) du. {x),

ce qui s'écrit encore, par interversion d'intégrations,

f^{z)d^{z)^f^z)d^(z).
Comme

/ ̂ .(z) d^ (z) < lim inf / g^(z) dt'; (z) < KJi/),
7l->oo

on obtient, pour r —^ 0, la double inégalité valable dans
tout U :

^W < ̂ V) < K,(y).
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Ainsi la plus grande minorante harmonique v* de v, égale à
j K(x, y) du, (x), est proportionnelle à K^, et comme toute

représentation intégrale de K^ minimale exige, d'après le
lemme 1 de Martin [33], que XQ appartienne au support de la
mesure, ^* est nulle. Le potentiel de Green (^, localement
borné (14), est alors invariant par extrémisation sur co, et
égal à l'extrémale ë^.

Si maintenant co est connexe, pour toute suite x^ —^ XQ,

tend vers

donc

Gt..,,.)-^-"-8^

K^y)-^)^^);

g(^n> y) _^ ^{y) ^
g^n, 2/0) ^(2/0)'

et la suite x^ converge vers le point x'o dans l'espace de Martin
relatif à co.

COROLLAIRE. — Pour V ouvert co, il existe un domaine compo-
sant coi, et un seul, dont XQ est point-frontière extérieur au — (Oi.

Si o), est le domaine composant dont le complémentaire
Ù — ( D i est effilé en XQ (coroll. 2 du th. 5), il ne peut exister
de suite Xn —^ Xo, x^e iî — ̂ ^ car pour tout point y e oj^ g^ (y)
ou ë^ (y), égale à K^(y), tendrait vers K^(î/), alors qu'elle
doit tendre vers ê^ (y) < K^(y).

23. L'effilement dans le domaine partiel co.

LEMME 5. — Considérons la fonction u' = u — H ,̂ et dési-41 _
gnons par (ê^)^, ë^ ^5 extrémales, relatives à un ensemble ECO) ,
de u' et u par rapport à œ et Q respectivement. Elles vérifient
dans (o îa relation

(^^-H?.

Le second membre est dans co une fonction surharmonique
positive égale à u quasi-partout dans co—E, donc majorant
à priori (ë^. L'égalité est évidente si E est ouvert, car

(u) Cette propriété entraine que la mesure associée ne charge pas les ensembles
polaires.
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dans E, ê^ == H^, tandis que H^ = H^, où ç sur Ê vaut H?* # r »
dans œ, u ailleurs. On passe au cas de E fermé dans CL» en consi-
dérant une suite décroissante d'ouverts E^ c o, contenant E,
telle que (ë^)^ et ê^" tendent respectivement vers (ë^)^
et ê^ (10). Enfin pour E quelconque, (ê?)a> vaut l'enveloppe
inférieure des (ê^.)^ pour les F fermés dans co, contenus dans E
à un ensemble polaire près (16), d'où (ê^)co = envinfë^—H^,41
et on conclut à l'égalité annoncée grâce à la remarque du début,
et à l'inégalité ^=^^^.

Le critère fondamental du théorème 5 nous permet alors
d'établir le

THÉORÈME 15. — Soit toujours XQ e à, minimal ou intérieur
à û, et point (Teffilement de Q — co. Soit u == K^, et x'o le pôle sur A10

de la fonction minimale u' = u—H^. Pour un ensemble E c co,
il est équivalent de dire qu^il est effilé au point XQ relativement
à Q, ou qu^il est effilé au point x'o relativement à co. Autrement
dity les filtres des voisinages fins de XQ et Xo respectivement
induisent le même filtre sur co.

Q — (o étant effilé au point rpo? pour que E le soit, il faut et il suffit
que ê^~ÎÂ soit distincte de u, tandis que l'effilement de E en
Xo, relativement à œ, équivaut à ce que (ê^"15)^ diffère de u7,
et d'après le lemme, ces deux conditions sont équivalentes.

D'après cela, u' est invariante par extrémisation (par
rapport à œ) sur tout ensemble de co auquel le point XQ n'est
pas adhérent, mais n'est pas associée à 0 au voisinage de x^\
on exprime ce fait en disant que XQ est pôle unique (n) de la
fonction minimale u ' .

Lorsque XQ est extérieur à Q—(i), il résulte du théorème 14
que u' est la seule fonction minimale dans œ admettant le
point Xo pour pôle. Il serait intéressant de savoir si cette pro-
priété est encore vraie dans le cas général.

D'autre part, ce théorème montre que, pour un point-fron-
tière irrégulier XQ Sun domaine euclidien^ il y a identité de

(1B) Si E est une intersection dénombrable d'ouverts, il existe pour toute v surhar-
monique >0, En ouvert décroissant contenant E tel que ê?/» tende en croissant
vers ê? (voir [5], p. 22), et on peut ici supposer que En appartient à co.

(16) Propriété de l'extrémale d'une fonction surharmonique >> 0 continue.
(17) La notion générale de pôle d'une fonction minimale est définie dans [18],

et rappelée au chapitre v.
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Veffilement ordinaire en XQ et de Veffilement au point de la fron'
tière de Martin que Vétude précédente associe au point XQ. Le
cas particulier du point-frontière isolé est d'ailleurs élémentaire
et conséquence immédiate de la définition de l'effilement.

Nous verrons enfin, au chapitre ni, l'importance de ce résul-
tat dans l'étude à la frontière des fonctions surharmoniques > 0.
Il nous permettra d'étendre à des fonctions définies seulement
au voisinage d'un point minimal Xo, ou dans un ouvert de
complémentaire effilé en XQ, des propriétés de pseudo-limites
établies pour des fonctions définies dans tout û.



CHAPITRE III

APPLICATION DE LA NOTION D'EFFILEMENT
A L/ÉTUDE DES FONCTIONS SURHARMONIQUES POSITIVES

AU VOISINAGE DE LA FRONTIÈRE DE MARTIN

I. — Existence et propriétés des pseudo-limites.

24. Allure à la frontière d'une fonction surharmonique > 0.
Soit, dans û, une fonction v surharmonique > 0 dont

la mesure associée ne charge pas i/o. Elle est, hors de t/o, de
la forme G(x, y ^ ) f 6(»r, y) d^{y), où p. est une mesure > 0
dans û - ^ y o j ? que J'on peut supposer canonique. L'étude
des potentiels-6, et plus précisément les théorèmes 7 et 8
du chapitre n, fournissent donc des propriétés de pseudo-
limites, dont nous allons redonner rapidement des démonstra-
tions directes ne faisant pas usage du noyau 6.

THÉORÈME 7'-16. — En tout point minimal Xo, ^ v / , admetG(x, y,}
une pseudo-limite >0 finie ou + oo, égale à lim inf v / ^
. A Cur \^ { \ x^^xçQ(j{x, i/o)et à j 6(a;o, y) d^(y).

Il suffit d'étudier le cas où lim inf ^ / == A < + oo,
x^x^. xw(j{x, yo) ^

et de montrer que l'ensemble Eg des points de Q où p- > A + £
est effilé en XQ quel que soit £ > 0. J*

Soit £^ l'extrémisée de £y^ relative à Q — Eg.
On a v >(A + ^êS^1 dans 0, donc

J"K(,,,,)A;.(,)<^^
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en tout point . r e Q - ^ z / o j ; il en résulte

fK(rro, y)d^(y) = lim inf fK(^ y) d^{y)
J X-^-XQ. XÇ.Q J

<——- lim mf—^^1,A + ̂ x^x,.x^G{x, i/o)
c'est-à-dire

^t^<KM=^

d'où l'effilement de Eg au point XQ.
Soit h une fonction harmonique > 0 dans Q. Appelons

Gfo; i i }faiblement h-régulier un point-frontière XQ e A tel que —^^ ~^0,
AI (a;) a-^.c,,

ce qui est indépendant du pôle y^ (cf. n° 32 où est étudiée
la notion générale de A-régularité faible). Le théorème précé-
dent donne alors de façon immédiate le

COROLLAIRE. — Soit h une fonction harmonique > 0 dans Q.

En tout point minimal non faiblement h-régulier, -. admet une
pseudo-limite > 0 finie ou + °° •

THÉORÈME 8'-17. — Pour XQ minimale v / admet en XQ
K(o;o, x)

une pseudo-limite finie ;> 0, égale à lim inf TT——— > à la borne
^f^\ x^^xGQ K(^o, X)

inférieure de v / dans Q, et à la mesure de \xA pour la
K(n;o, x)

mesure p. canonique. . ^
Soit A' == lim inf ' - • Grâce au lemme 4, il suffit

x-^x,, xCQ ^[Xo, X) ^ ^

de voir que l'ensemble Eg des points de Q où _— > A/ + £

est effilé en XQ quel que soit £ > 0. a;o

D'après la propriété minimale de l'extrémale, on a

pXA'+e)^'

en tout point de û, de sorte que

r • tV^^ 1 r • t v ^ } ^ ^lim inf ^ v ( < Y7-i- lim inf vi \ < 1'
x^x^ xGQ K(a:o, X) A + E. x^x^ xGQ S\.{Xy, X)

ce qui entraîne ê^^'^K;^, et l'efïilement de Eg au point a;o.
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COROLLAIRE 1. — Si pour XQ minimal et h harmonique > 0
dans Q, lim sup—\ °\ ) < + oo, — admet en XQ une pseudo-

X-^XQ. ;r€Q h(X) ri

limite finie ^>0.
•17-

COROLLAIRE 2. — Pour que —s soit non bornée dans Q, (K^

minimale)^ il faut et il suffit que la mesure canonique associée
à h ne charge pas [ XQ j.

EXTENSION. — Les propriétés précédentes de pseudo-limites
s'étendent à une fonction surharmonique v > 0 définie dans
un ouvert de complémentaire effilé en XQ minimal. — admet

encore au point XQ une pseudo-limite > 0 finie ou 4" 00»
vet — - une pseudo-limite finie .̂ 0 ; et si pour h harmonique > 0

dans'Q, lim sup G^; yQ) > 0, ou lim sup K^05-^ <+00, v-
a-^a-o. a^û h[x) x^x^. xç^ h[x) h

admet une pseudo-limite en XQ.
Pour le montrer, on se ramène au cas d'un domaine co conte-

nant yo, et on associe au point XQ le pôle x'o sur la frontière
de Martin de co, de la fonction u' === K^ — ê^, minimale
dans co(18). Les filtres des voisinages fins de XQ et XQ respecti-
vement induisent le même filtre sur co (théorème 15), donc
v v— (gy^ fonction de Green de co), et —j admettent en XQ des
^° . . u. .pseudo-limites égales à leurs pseudo-limites respectives au
point x'oy dont on connaît l'existence par l'étude du cas général.
Le résultat vient alors de ce que

^-1_^, et -^--1-^,
G,-1 G,/ K,-1 K,'

considérées sur a), admettent en XQ des pseudo-limites finies > 0,
égales à leurs limites supérieures respectives en ce point
(la seconde étant d'ailleurs égale à 1 (19)).

Le même raisonnement est applicable à un point irrégu-
lier (=7^= yo) de la frontière dans Q d'un domaine de Q, et donne

(18) û—(o étant effilé en x^ ê^ est distincte de Kac^, et la différence est une
fonction minimale dans oj, d'après le théorème 12.

(19) ê'î  est un potentiel de Green, dont le quotient par Ka;, admet en XQ une pseudo-
limite nulle.
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les mêmes propriétés de pseudo-limites en ce point. Cela
permet de retrouver des théorèmes de M. Brelot [8] sur
l'allure d'une fonction surharmonique ^ > 0 au voisinage d'un
point-frontière irrégulier XQ d'un ouvert de F^ : existence
pour v d'une pseudo-limite ordinaire > 0 finie ou non, et pour
—-,—L-/—^(h(]x—XQ\) fonction harmonique fondamentale, égale
fï(^X——^ol)

1 1à l°g|————^dâns le plan, et à-————p^ dans l'espace à|rc—XQ\^ * ' ^ \x—Xo\
T ̂  3 dimensions) d'une pseudo-limite ordinaire finie ^.0.

25. Étude d'une fonction harmonique > 0 au voisinage d'un
point minimal non faiblement A-régulier.

Soit h une fonction harmonique > 0 dans û, et soit XQ un
point minimal non faiblement h'régulier, c'est-à-dire un point

r^ i \ '
' ' i < T ^v {^) ^ r\mmmal ou lim sup-—0'— > 0.

x^^x^î h[x) ^ ^ ^ ^
Nous allons approfondir la pseudo-limite de -, au point XQ

pour une fonction harmonique u > 0, telle que -, soit bornée,

en démontrant et améliorant les énoncés suggérés par une
étude développée dans un cas particulier (correspondant à
un point irrégulier de la frontière euclidienne) (M. Brelot [14]).
Etendons la définition de base selon la

DÉFINITION 2. — Un filtre 9 sur Cl conter géant vers unpointx^
minimal non faiblement h-régulier est dit h-maximal si

Gy ,. G y ( x },^—lim sup,^-2,
h vr x^x^. xe^ h{x)

p
valeur de la pseudo-limite en XQ de —®'

La définition est indépendante du pôle î/o, en raison de la
continuité de Gy^x)IGy^(x) au point x^ pour z/i fixé e= [2.

Les filtres A-maximaux convergeant vers XQ sont tous les
filtres plus fins que le filtre È^o engendré par les ensembles
de la forme S n D^ \ où S est un voisinage de XQ, et D^ h le
domaine défini par l'inégalité

—^ > £ > 0, avec £ < lim sup -,y^-•
h X-^XQ, ;r6Q h[X)
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Noter que ce domaine D^ est de complémentaire effilé en x,
de sorte que tout ensemble de ̂  est la trace sur Q d'un voisi^
nage fin de Xy.

THÉORÈME 18. — Soit x, un point minimal non faiblement

h-régulier, et soit u harmonique > 0 dans Q. Si u- est bornée,

elle admet selon tout filtre 9 h-maximal convergeant vers x, une
limite égale à sa pseudo-limite au point a;,.

En particulier, pour toute suite x^x,, telle que

G^(^) G, (a;)- i / T "—- hm sup—û^-7

h{x,) ^r..œeS h{x)

{dite suite h-maximale), ̂  tend vers la pseudo-limite de u-
au point a-o. "^•r»-) h

II revient au même de montrer que

/"-^lirninf-^)
^ w x^x,. x6Q (j^(x)

valeur de la pseudo-limite de -'- au point ^, qui est finie
d après 1 hypothèse, ^y.

On se ramène au cas de u < h. Si limsup u-

était > lim^nf ^-, on aurait, pour la fonction h-u harmonique*
> 0 dans "y yo

limmf -G1" = lim c1-— ̂ "P ̂ - <Iim i"f A — lim inf -" .9 ^r. 9 ^ 9 tr^ ^^ G^ ^^ Q^

Chacun de ces derniers termes est une pseudo-limite; et la

différence est la pseudo-limite en x, de^^-", égale à
"n

liminf^—^liminf71^,
•'—•'•. ^ g. Gy,

d'où la contradiction cherchée entraînant le résultat.
On en déduit que pour toute suite A-maximale x^-^x,

o»

f~"y -^pseudo-limite de -t- en ,T,,
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car cela équivaut à ce que , tende vers sa pseudo-limite au

point XQ selon le filtre 3^ A-maximal.
Introduisons la mesure pi canonique associée à h. La condi-

tion lim sup •^!S'^-J- > 0 pour un point XQ minimal équivaut à
x^x^.xCQ h[x)

f 0(^0» y) ̂ {y) <^ 4" 00? e^ un filt1'6 ^ A-maximal convergeant
vers XQ est aussi caractérisé par

fe{x,y)d^y)-^fe^y)dy.(y).

Le théorème précédent montre que pour toute mesure cano-
nique v <; p., et tout filtre 9 A-maximal convergeant vers Xç,

f^y)d^y)-^fe{xQ,y)d^(y).

En particulier pour tout ensemble borélien e c A,

fM^y)^{y)-^f^y)d^y),

et cela exprime la convergence forte, selon 9, de la mesure
^x > 0 sur A définie par d^Çy) == ^{x, y) du.{y), {x e Q) (20), vers
la mesure V3'0 définie, grâce à la sommabilité-^a de 6(.To? y)?
par d^(y) == 6(^0, y)du.(y),

EXTENSION. — Le résultat du théorème 18 subsiste si u est
seulement définie dans un voisinage de Xo, ou dans un domaine

C P
D^/1 défini par -JLO > e > 0, avec £ < lim sup —3-s'h x-^x^ h

Supposons d'abord u harmonique > 0 dans un voisinage

ouvert de x^ où -, est bornée, et soit œ le domaine composant

dont Xo est point-frontière extérieur à Q—co (coroll. du th. 14).

D'après le théorème 14, ̂  (î/o e co, g^ fonction de Green de (o)

admet au point Xç une limite finie > 0, et le filtre des voisinages
de XQ dans U converge, dans l'espace de Martin relatif à co,
vers un point minimal XQ de la frontière de Martin de (o.

On en déduit facilement que est XQ est non faiblement A-régu-

(20) v* est le quotient par G(.r, yj de la À-mesure harmonique en x relative à û.
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lier pour co, puis que tout filtre ^A-maximal convergeant vers XQ
converge vers x'^ et est A-maximal relativement à co et au point x'o.

Donc, par le théorème 18, - tend selon 9 vers sa pseudo-limite

au point x'o, laquelle est égale à sa pseudo-limite au point XQ.
Soit ensuite u harmonique > 0 dans le domaine D^71

( P \
£ <^ lim sup—70), de complémentaire effilé en XQ, et dont

x^x^ h I
gy^= Gy^—eh est fonction de Green de pôle i/o.

Si XQ désigne le pôle, sur la frontière de Martin de D^\
de la fonction minimale dans D^:

K T\*» /»

..-̂ : ,

XQ est non faiblement A-régulier pour D^\ et toute suite
A-maximale x^ —^ XQ, dont les termes appartiennent nécessai-
rement à D^ pour n assez grand, converge vers le point XQ
puisque

^^^l-e.^-^l-——————>0 (th. 13).
G,.(^) G^) Hmsup^

X-^-XQ n

On en déduit que tout filtre 9 A-maximal convergeant vers XQ
induit sur D^71 un filtre 3^ convergeant vers x^ et A-maximal

pour D^ et le point x'o^ d'où, si — est bornée,

T" ~^t pseudo-limite de — en XQ,h '"c h
c'est-à-dire

—-^pseudo-limite de — en XQ.
h vf h

Un raisonnement analogue permet de retrouver le résultat
initial de M. Brelot [14] sur l'allure d'une fonction harmonique
bornée u au voisinage d'un point-frontière irrégulier XQ d'un
domaine oo c Q (^ e & n il) : u admet, selon tout filtre 9 sur œ
convergeant vers XQ, tel que g^ -^ lim sup gyj^x) > 0, [yo e co),

t' X-^XQ, .r6(jL>

une limite égale à sa pseudo-limite en XQ.
On introduit comme précédemment le point minimal x'o de A10

défini par le théorème 13, et on montre que x'o est non faiblement
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1-régulier pour co, puis, en s'appuyant encore sur ce même théo-
rème, que le filtre S converge vers x'^ et est 1-maximal pour (D et
le point X'Q, d'où la propriété rappelée grâce au théorème 18,
et à l'égalité des pseudo-limites en XQ et x'o.

On précisera de même la pseudo-limite de — en un point
Wx x}minimal XQ où lim SUD—\ 0?, / < 4- °o par lex-^x^, XGQ h{x)

THÉORÈME 19. — Soit sur Q un filtre 9 convergeant vers XQ
tel que

Ka. ,. K... (x)—a-^ hm sup—^h ^ x^x,. XGQ h{x)

Soit u harmonique > 0 dans Q ; si — est bornée, elle admet selon 9
h

une limite égale à sa pseudo-limite au point Xç.
Démonstration analogue à celle du théorème 18, et même

extension du résultat à une fonction u définie dans un voisi-
nage de XQ.

II . —Extrémisation d'une fonction harmonique > 0.

26. — La notion d'efïilement à la frontière de Martin
peut être utilisée pour étudier Pextrémisation d'une fonction
harmonique > 0 relativement à un ensemble de Q. Le critère
fondamental du théorème 5 traite déjà le cas d'une fonction
minimale, et le cas général s'en déduit grâce à la représenta-
tion canonique de Martin.

THÉORÈME 20. — Pour qu^une fonction h harmonique > 0
soit invariante par extrémisation sur un ensemble E c [j, il faut
et il suffit que les points d^effilement de Q — E situés sur A
forment un ensemble h-négligeable (c9 est-à-dire de h-mesure
harmonique nulle).

La condition est suffisante, car la représentation intégrale
canonique

h{y)==fK^y)d^x)
entraîne ë^ = ( &^d[i.(x},



234 LINDA NAÏM

où êj == Ka. pour tout point x minimal où 0—E n'est pas
effilé/

Pour établir la réciproque, on part d'une mesure m > 0
dans û qui soit localement, hors des points à l'infini, la mesure
de Lebesgue à un facteur près compris entre deux nombres > 0,
et on considère, pour Q, ouvert relativement compact tendant
en croissant vers Q, l'ensemble e^ des points x minimaux tels que

f^(y) dm{y) < f^ K,(y) dm(y).

Tout x^ên est un point d'effilement de Q—E, et
l'ensemble e des points minimaux où û — E est effilé est
réunion des e^. Car si x e e, il existe un point y, e Q non à
l'infini où ë|^(t/i) < K^(i/i), ce qui entraîne ë^ < K^ au voisinage
de t/i dans un ensemble de mesure-dm non nulle, et, pour n
assez grand, l'inégalité

L^dm<^KA

exprimant que x e e^
Donc, si l'ensemble e est de mesure-pi non nulle, l'un au

moins des e^ soit e?, est de mesure > 0, et en intégrant en
dy. sur cet €p borélien les deux membres de Finégalité

f^dm<^K.dm,

il vient, après permutation d'intégrations, l'inégalité stricte

fa^f^^ <Ldmf^<i^'
d'après laquelle Ç ^dm est < F h dm, et ê^ distincte de A.j\ïp j i îp

COROLLAIRE. — Pour un ensemble E quelconque c û, la
plus grande minorante harmonique de ê^ est égale à la h-mesure
harmonique dans Q de l'ensemble des points de A où Q — E
n'est pas effilé. Donc pour que ê^ soit un potentiel de Green,
il faut et il suffit que les points de non effilement de û — E
forment un ensemble h-négligeable.

Soit e l'ensemble des points de non effilement de Q — E.
La A-mesure harmonique de e — égale à la réduite he — est,
d'après le théorème, invariante par extrémisation sur E,
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d'où h^ <; ê^, et he ̂  A,, plus grande minorante harmonique
de ^.

Mais, à cause de l'invariance de l'extrémale par itération,
g^ == h^ de sorte que si Ai n'est pas nulle, A — e est Aï-négli-
geable, et l'inégalité h^ ̂  A entraîne (Ai),. == Ai <; A^, d'où Ai = A<.

I I I . — Allure à la frontière d'un potentiel de Oreen.

27. — Dans ce paragraphe, h désignera une fonction
harmonique > 0 fixée, et 13 la topologie fine introduite au
chapitre n.

THÉORÈME 21. — Soit v le potentiel de Green cTune mesure > 0
dans 0. Les points minimaux où l i m s u p ç , > 0 forment

un ensemble h-négligeable. Autrement dit, -, admet, à la fron-

tière, une pseudo-limite nulle sauf sur un ensemble h-négli-
geable.

Il suffit de voir que les points minimaux finement adhérents
à l'ouvert Eg où — > £ > 0 (points de non efïilement) forment

h
un ensemble A-négligeable, ce qui résulte immédiatement du
corollaire du théorème 20, puisque l'extrémale de h relative

à 0—Eç, majorée par—» est un potentiel de Green.

COROLLAIRE 1. — Les points minimaux non faiblement h-régu-
liers forment un ensemble h-négligeable (Extension du cas
h == 1 signalé par M. Brelot [18]).

On applique le théorème à la fonction de Green Gy^, en
p

utilisant le fait que -,70 admet en tout point minimal uneit
pseudo-limite égale à sa limite supérieure en ce point.

COROLLAIRE 2. — Soit u harmonique > 0 dans Q, et soit A
le support compact de la mesure canonique associée à u. Les

points minimaux de A — A où lim sup^ — > 0 forment un
ensemble h-négligeable,

On considère une suite (œ^) décroissante de voisinages de A
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telle que Q^n == A, et pour chaque co^, l'extrémale ê^"00 qui
n

est un potentiel de Green(21) égal à u dans Q n ( o u / , , et tend
en croissant vers u. L'ensemble des points minimaux de A — A

où lim supç -, > 0 est réunion des ensembles analogues rela-
IV

tifs aux ê^"00, qui sont ^-négligeables, d'où la propriété.
Donc, si u harmonique > 0 est associée à 0 au voisinage

Sun point Xç e A, -y- admet, aux points-frontière d^un voisinage
h

de XQ, une pseudo-limite nulle sauf sur un ensemble h-négligeable.

COROLLAIRE FONDAMENTAL 3. — Soit dans il un ouvert S ren-
. 1contrant A. Les points minimaux de S n A où limsupç—Hj^^O

forment un ensemble h-négligeable.
Car l'extrémale ^nQ, égale à H^00 dans S n Q, est la somme

d'un potentiel de Green et d'une fonction harmonique ^0
dont la mesure associée ne charge par l'ouvert S n A, auxquels
on peut appliquer respectivement le théorème précédent et
son corollaire 2.

Exemple. — II importe de voir que le théorème 21 cesse
d'être exact si on y remplace la limsupç par la limite supé-
rieure ordinaire.

Considérons par exemple dans le cercle unité une suite de
circonférences de rayon tendant vers 1, et sur chacune un
ensemble de points dénombrable partout dense. La réunion
forme un ensemble dénombrable (^i) auquel tout point de
la circonférence unité est adhérent. On peut déterminer des
nombres m, ^> 0 de façon que le potentiel de Green de la mesure
^ m^^ soit fini au centre. Ce potentiel, infini en chaque pointa,
i
a alors une lim sup > 0 en tout point de A, et par enveloppe
inférieure avec une constante > 0, donne un autre exemple
de potentiel borné possédant la même propriété.

Un exemple non publié de G. Choquet montre de même
que le corollaire 2 devient inexact si la lim sup^ y est remplacée
par la limite supérieure selon la topologie de Martin.

(21) Car la mesure canonique associée à u ne charge pas l'adhérence de un ( (On.
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Applications, — 1. Il est facile de voir que les ensembles
Ec(] tels que l'extrémale de h relative à E soit un potentiel
de Green — c'est-à-dire tels que les points de non efïilement
de û — E forment un ensemble A-négligeable — forment
un filtre S^- D'après le théorème 21, ce filtre est plus fin

r^
que le filtre GA engendré par les ensembles où -^^^(s^O

variable), et jouit de la propriété que -,--^0 pour tout
h J»

potentiel de Green v de mesure > 0 dans Q.
2. Si pi est la mesure canonique associée à h, la condition

r* /'
lim sup ,yo > 0 en XQ minimal équivaut à f 0(^o? y) ̂ (y) <+ oo,
•c-^^^Q h J

donc le corollaire 1 montre bien, ainsi qu'on l'avait annoncé
au n° 20, que le potentiel-9 d'une mesure a canonique sur A
est infini presque partout-^u.

3. Allure à la frontière (Kune fonction minimale. Le support
de la mesure canonique associée à une fonction K^ minimale

T7'

est réduit au point Xo, donc —cs admet, hors de x^ une pseudo-h
limite nulle sauf sur un ensemble h-négligeable. Dans le cas h= 1,
ce résultat généralise la propriété, pour le noyau de Poisson,
de s'annuler en tout point-frontière distinct du pôle.

La restriction de l'ensemble exceptionnel A-négligeable est
T7-

inévitable puisque —° admet une pseudo-limite > 0 en tout

point minimal non faiblement A-régulier, et qu'il peut exister
effectivement de tels points distincts de Xo.

IV. — Exemple du demi-espace.

28. — Nous allons étudier en détail le cas particulier
où Q est le demi-espace de 1̂  formé des points d'abscisse
Ç > 0, dont la frontière euclidienne est la réunion de l'hyper-
plan H d'équation S; = 0 et du point à l'infini îR^.

La frontière de Martin A de iî est homéomorphe à la fron-
tière de Q dans F^, et lui est identifiée. Les points-frontière
sont tous minimaux, et nous verrons qu'il est facile d'expli-
citer les fonctions minimales et le noyau 6 relatifs à û.



238 LINDA NAÏM

Nous verrons aussi que, par adaptation des raisonnements
du cas ordinaire, on peut établir pour ce demi-espace le critère
d'effilement du type de Wiener dont nous avons posé la ques-
tion de validité dans le cas général (n° 19). Il en résulte
l'équivalence de notre effilement relatif au demi-espace avec
la notion d'effilement introduite par Mme Leiong [32] dans ce
cas particulier pour étudier l'allure à la frontière des fonctions
surharmoniques > 0. Les résultats de Mme Leiong peuvent
ainsi être comparés à ceux que fournit l'étude générale des
paragraphes précédents, et l'on montre qu'ils sont pour la
plupart contenus dans cette étude générale.

1° Les fonctions minimales et le noyau 6. — Soit h{\x—y\)
1la fonction harmonique fondamentale, égale à log.————-

^ ^ F ~ !/|
dans le plan, à -,————.m dans l'espace à T,>3 dimensions,

\x—yY
et soit i/o un point fixé e Q, d'abscisse Y]o.

Pour x et y dans Q, d'abscisses respectives Ç et Y), la fonc-
tion de Green a pour expression

G(^, y)=h{\x—y\)—h{\x—yt\),

où y1 désigne le symétrique de y par rapport à l'hyperplan H,
et il est immédiat que

"^«^X-^
{2 si T = = 2

avec ^=}^t o\ • .̂ o(2(T—2) si T^3.

Il en résulte que les fonctions minimales égales à 1 au point i/o
ont pour expression

r——/——rl9—— si x^H
Î o, </) = |a-o—!/|7 l-ro—i/oF °

ïl/TQo Si Xo=Si^,

et que, pour x et y dans û,

_L. l^—y.My—^ <- M /, ^ <- J_ l^—y.Ny—yor—5^—<^^ y)<—.1—^^^ \x-y'^ ^^^ "^a^: \x-y\^
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On explicite ainsi aisément le noyau 6(0;, y), et l'on voit
en particulier que pour x e H et y e A,

(-J-kr^ol^y-yol! ^ pj

^^^^ y ,? o ^ sl y=^-
Au voisinage du point-frontière x,, 6(a;,, y) est équivalent à

1 1^, __,, |2ï 4
•^O——t/O 1 . „

———0 J» 'I———————P sl ^O^H
^O l-To——2/1-

kr^yon ^ ^ _ ^[ ^ sl ^-^
et les ensembles où Q{x,, y) > X > 0 forment un système
fondamental de voisinages de a;, dans ù.

2° L'effllement dans le demi-espace Q.
Des calculs élémentaires montrent que pour a; et y variables

dans un voisinage assez petit du point-frontière a;», et satisfaisant
aux conditions

s"<e(a;o, a;)<s»*'
et

.̂t yX^""' ou 6(a;,, 2/)>,î"*2 (s constante > 1),
/ \ / ^

le rapport y/^-^1 reste borné supérieurement indépendam-
ment de n.

Cela suffit pour pouvoir adapter le raisonnement du cas
ordinaire [5], et établir pour le demi-espace Q le

Critère d'effilement du type de Wiener. — Considérons un
point'frontière x^ et un ensemble E c û, et désignons par e^
V intersection de E avec « Vinter sphère »

^ < 6(^, y) < s^\ (s constante > 1).

Ueffilement de E au point x^ équivaut à la convergence de la

série S^(eJ.
i

^ Montrons d'abord que la convergence de la série entraîne
Peffilement de E, ce qui est d'ailleurs valable pour un Q quel-
conque comme nous l'avons signalé au n° 19.
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Soit m^ la mesure ^0 obtenue par extrémisation de £y^
sur û—e^ Son potentiel U^(a;) == J K(;r, y)rfw^(y), ou poten-
tiel capacitaire de ^ (défini au n° l5), est, au point x^ moindre
que

^'/GÇy, 2/0) dm^y)=sn-le{e^.

Le potentiel J K(rr, y)dm{y) de la somme des m^ à partir
d'un certain rang est donc arbitrairement petit en x^ mais
majore 1 quasi-partout sur E au voisinage de Xo, d'où l'effile-
ment de E diminué d'un ensemble polaire, et par suite celui
de E.

Réciproquement, supposons l'effilement de E, et soit m
une mesure >0 dans Q telle que U(.r) = f K(*r, y)dm{y) soit
fini en XQ et tende vers + oo quand X—^XQ, x e E. Soit

00

E' == [J ^p. L'extrémisation de m sur Q — E' donne une
p=i „

mesure m' ^ 0 dont le potentiel V{x) = J K{x, y)dmf(y}
minore V(x) et l'égale quasi-partout sur E7, donc tend vers + Qo

quand xe E' tend vers ^o hors d'un certain ensemble polaire.
D'après la propriété indiquée plus haut, pour p suffisam-

ment grand le potentiel ^ K(a;, y) dm! (y) majore quasi-
partout sur e^p un nombre k > 0 fixe indépendant de p.
II en résulte que

f^G{x, y^dm^^k^^W

en tout point x e Q ; en particulier

J^ G(y, yo) <M!/) > ̂ -^(2/0) = /cC(^),
00 _

ce qui montre la convergence de la série ^ ^^(^p)» puisque
p==i

Ï^f^G(y, y,]dm'{y)^ |^K(^, y)dm\y)=V'(x,)<+ oo.

On montrerait de même la convergence de la série

î 'e^),
p=o

d'où le résultat cherché.
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Forme équivalente de ce résultat. Considérons dans Q un
ensemble E auquel le point à l'infini ̂  n'est pas adhérent,
autrement dit un ensemble borné. L'extrémisation de la fonc-
tion minimale de pôle XQ = ̂  relativement à Q—E ne conserve
pas cette fonction, et l'extrémale ëg^ est le potentiel de Green
d'une mesure w > 0 dont l'énergie, égale à fK(a;o, y)dm{y),
est nécessairement finie (22). On peut considérer cette énergie
comme fonctionnelle de E ; pour les compacts K c Q, elle
définit une capacité de Choquet y(K) alternée d'ordre infini,
et vaut, pour l'ensemble E précédent, la capacité extérieure
Y(E). On voit que y(E) est facilement comparable à C(E),
lorsque celle-ci est définie, et que les deux sont simultanément
nulles.

Remarque. — Pour un ensemble E non borné, la condition
que ë^15 {xo = ̂ ) soit un potentiel de Green équivaut, d'après
le critère fondamental du théorème 5, à l'effilement de E au
point XQ, mais l'énergie de la mesure associée peut être infinie,
comme on le voit en prenant pour E l'ensemble des points
où K ^ < X (X fini >0).

En utilisant cette fonctionnelle y(E), on peut alors donner
du critère précédent la forme équivalente que voici :

Soient un point-frontière XQ, et un ensemble E c Q.
a) Si XQ e H, et si e'n désigne l'intersection de E avec V inter-

sphère

'•«lï^T^- («>D,

Veffilement de E au point Xy équivaut à la convergence de la

série is»Y(0.
i

b) Si XQ = 3{^, et si e'n désigne l'intersection de E avec V inter-
sphère

^ly—yol^^ (^>l) ,
l'effilement de E au point XQ équivaut à la convergence de la
,érie S M.^nj

Sn

(22) Car ' 0> VJ est borné hors de tout voisinage de x.,.
G(2/>2/o)
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Sans l'hypothèse d'effilement, l'allure de 6(3-0, y) au voisi-
nage du point-frontière Xy montre que la convergence de

la série S s"<2(^) équivaut à celle de Ss"^) [resp. i5')C;(^)^•

Mais, d'après l'allure de G (a;, y,) au voisinage de x., e{€^

[ /o/ //\-, ' y ( ç ' \

resp. ^ ^ / ^ j (lorsque cette expression a un sens), reste,

pour n assez grand, compris entre deux nombres >0 fixes
indépendants de n, ce qui permet de conclure.

3° Allure à la frontière d'une fonction surharmonique ^ > 0. —
II est intéressant d'expliciter dans ce cas particulier du demi-
espace les résultats des théorèmes 16-17, et d'en donner des
formes équivalentes.

a) Pseudo-limite de ^ en un point-frontière x^.
yo

Si v est le potentiel de Green d'une mesure m > 0 dans Q
cette pseudo-limite peut s'écrire

/ j /y ___4* IT /"» y,

\ \ \ ir".^"^) P01" ^Hx„y)dm{y}=} ^ ^ J ^-V\fK(,
f — ( Y] dm(y) pour x, == ̂ .
' •ici-'

Dans le cas d'une fonction harmonique > 0 de mesure cano-
nique associée UL, elle a pour expression

[̂̂ .n+(:̂ i-:̂ )]
pour Xy e H

f^(x,, y) du.{y) = ^j^y—y^ . du.{y)

pour a;»=^ et a(^^)==0.

(car si a(^)>0, —^+oo\
• \ ^y. ^.%x /

Mais, au voisinage de a;,, G(x, t/») est équivalent à

T^-0-,^ si x^H
i^o—2/ol-

^•]x±y^ si a•»=^-
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(f l /y j /y ___ /ti <•
,̂ )donc—— et ^{x) J- - ' / 0 — admettent, aux points XQ <= H et 3L

*« ^
respectivement, des pseudo-limites > 0 finies ou non, égales
à leurs limites inférieures respectives en ces points, et dont
les valeurs se déduisent aussitôt de ce qui précède.

( ) 1 /yil

h) Pseudo-limite de - . ,v / -, au point-frontière x^ — En
K(^) ' x—x\~-

explicitant K(^ -^t? on voit que pour XQ e H, v[x) ^ ' °
^

admet en XQ une pseudo-limite finie ^ 0, égale à sa liminf,
X -i- XQ

et à sa borne inférieure dans Q; on a un résultat analogue pour
Cf f T i

x^ •=-- S{^ et - ^ - /, et ces pseudo-limites sont nulles si ^ est
'—

un potentiel de Green.

4° Comparaison avec les résultais de M^^ Leiong. — La
fonctionnelle -y(E) coïncide, à un facteur près, avec la « puis-
sance extérieure » de E, introduite (autrement) par M"^ Leiong
et utilisée par elle pour définir l'effilement à la frontière d'un
ensemble de û.

La définition de l'effilement donnée par Mme Leiong
s'exprime par la seconde forme du critère démontré au 2°), d'où
l'identité avec notre effilement relatif au demi-espace. Ses

, , ,, „ , vix) v(x)\x—rCo|T • . irésultats sur 1 allure de —^/ et —L—^——'- au voisinage du
^ '̂

point XQ e H et au voisinage de 3{-, sont inclus dans les
propriétés explicitées au 3°). Les analogues du théorème 21 et
du corollaire du théorème 20, démontrés pour h == 1, et
s'exprimant à l'aide d'une notion nouvelle de « raréfaction »
qui remplace l'effilement et ne lui est pas comparable, ne
peuvent être déduits de nos résultats généraux; mais la
comparaison des deux montre que pour un ensemble E c Q,
les points d'effilement de E et ceux de raréfaction forment
deux ensembles qui coïncident à un ensemble de mesure
harmonique nulle près.



CHAPITRE IV

ALLURE A LA FRONTIÈRE DE LA SOLUTION
DU PROBLÈME DE DIRICHLET-MARTIN

I. — Principe du maximum dans Û.

Dans tout ce chapitre, h désigne une fonction harmonique > 0
fixée dans [}, et toutes les notions relatives au problème de
Dirichlet sont, sauf au début du n° 31 et au n° 32, prises dans
l'espace de Martin L!.

29. Principe général pour l'espace de Green Q et sa frontière
de Martin A.

THÉORÈME 22. — Soit dans V espace de Green Q, une fonction u

sousharmonique. On suppose que -r- est bornée supérieurement^
h

et que pour tout point minimal x hors d'un ensemble e faible-
ment h-négligeable (c'est-à-dire de h-mesure harmonique inté-
rieure nulle), il existe un ensemble Ea, non effilé en x tel que

lim SUD A^2 <' 0. Alors u est <' 0.
y ^ ^ . y ^ h { y )

Considérons u^, et supposons-le non nul, ce qui revient à
supposer que sa plus petite majorante harmonique u^ est > 0.
D'après l'hypothèse, l'ensemble Eg des points de Q où u^ <^ eh
(& > 0 fixé) est non effilé en tout point minimal hors de e.
Ses points d'effilement forment donc un ensemble À-négligeable,

et comme — est bornée, cet ensemble est aussi ^-négligeable,
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d'où résulte l'invariance de u, par extrémisation sur Q—Eg.
Mais par la décomposition de u^ en u^ = — v -4- u,, où ^

est le potentiel de Green d'une mesure ^ 0 dans Q, on a

donc
Ui <^ eh + ^ dans Eg,

u! == ̂ -T:Î ̂  £^ + ^ dans Q,

et comme c peut être choisi arbitrairement petit, on obtient
une contradiction entraînant nécessairement u^ == 0.

Applications.

THÉORÈME 23. — Pour toute fonction f réelle sur A, considé-
rons les fonctions u dans 0, qui sont sousharmoniques ou — oo,

satisfont chacune à la condition : — bornée supérieurement^ et
I L

telles que pour chaque u, il existe^ pour tout point x minimale

un ensemble E" non effilé en x tel que lim sup —^ ^ fix)
y^x.yç^ h(y) " / v /

L'enveloppe supérieure des u est encore ®y ^, et minore donc
l'enveloppe analogue définie à partir des v surharmoniques ou
+ oo.

On adapte la démonstration d'un cas antérieur analogue [20].
L'enveloppe supérieure des u majore à priori 3)̂ . L'égalité
est évidente si ^/.== + oo. Si 3)^/. est fini, il existe sur A une
fonction ç borélienne <^/* et A-résolutive, telle que 2L./i= 3)/A?
et y ne diffère de /*que sur un ensemble faiblement A-négligeable.

Si v surharmonique ou + °o satisfait aux conditions : {f- bornée

intérieurement, et lim inf , ^ ? en tout point-frontière, on

voit que u—v est < 0, d'où u<3)^=a)^. Enfin, si
®^, h = •— °o 5 on montre que toute u vaut — oo en introdui-
sant encore ç borélienne <^ f (d'où ®c, /i == 3)<p ^ == — oo),
qui ne diffère de f que sur un ensemble faiblement A-négli-
geable, et en raisonnant comme précédemment.

Un autre exemple d'application est une caractérisation
nouvelle de certaines fonctions harmoniques positives qui
s'introduisent dans une décomposition canonique du type de
F. Riesz des fonctions harmoniques ^ 0 dans Q.
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On sait [18] que dans Q, les fonctions 3)̂  h(f > 0 sur A)
sont toutes les fonctions harmoniques ^ 0 qui sont limites
de suites croissantes de fonctions harmoniques ^ 0 dont cha-
cune est majorée par une fonction KA(K == C16 ̂  0). Les u
harmoniques ^> 0 qui ne sont pas du type 3)y ^ sont aisément
caractérisées par la condition que inf (u, h) soit un potentiel
de Green, et l'enveloppe inférieure d'une telle u et d'un 3)̂  A ;> 0
quelconque est aussi un potentiel. Il en résulte, par applica-
tion d'un théorème de F. Riesz (23) à l'espace vectoriel formé
par les différences de fonctions harmoniques ^ 0, que toute
fonction harmonique ̂ 0 dans Q se décompose, et d'une manière
unique, en la somme d'un 3)y /» ̂  0 et d'une fonction u har-
monique ̂  0 telle que inf(u, h) soit un potentiel de Green
(Extension du cas h === 1 de Parreau [40]).

Grâce au théorème 22, ces dernières fonctions u peuvent
encore être caractérisées de la façon suivante :

THÉORÈME 24. — Soit u harmonique > 0 dans 11. Pour que

inf(u, h) soit un potentiel de Green, il faut et il suffit que —
h

admette, à la frontière de Martin, une pseudo-limite nulle sauf
sur un ensemble h-négligeable.

Supposons d'abord que inf(u, h) soit un potentiel de Green.
Pour tout s > 0, l'extrémale de h relative à l'ensemble des

points de û où , <; t est aussi un potentiel, donc les points

de non efïllement du complémentaire forment un ensemble

A-négligeable, et de même les points de A où lim supç , > 0.

Réciproquement, si cette dernière propriété a lieu pour a,
elle a aussi lieu pour la plus grande minorante harmonique Ui

de inf(u, A). Comme — est bornée, le théorème 22 entraîne

u^ == 0, et l'on voit que cela subsiste si l'on suppose seulement
l'existence, pour tout point minimal x hors d'un ensemble
faiblement A-négligeable, d'un ensemble E^. non effilé en x

tel que ̂  - 0.
h [ y } y ^ x . y€T.^

(23) Voir Bourbaki, Intégration, Chapitre il.
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30. Extension à un ouvert de 0 et sa frontière dans û.
Comme conséquence immédiate du théorème 22, on obtient

d'abord le

THÉORÈME 25. — Soient oj un owert de !J, et & sa frontière
dans V espace [2. Les points de o> n A où il — oj n^est pas effilé
forment un ensemble e qui est h-négligeable pour oj.

Comme cet ensemble est la trace sur S) n A d'une intersec-
tion dénombrable d'ouverts (coroll. 1 du th. 5), il suffit de voir
qu'il est faiblement A-négligeable pour OD, c'est-à-dire que
toute fonction u sousharmonique dans co, satisfaisant aux

conditions : -- bornée supérieurement et lim sup — ̂ 0 en tout
rt it

point-frontière hors de e, est nécessairement ^ 0.
Considérons u^ et son prolongement par 0 hors de OD, qui

est une fonction sousharmonique w ̂  0, puisque ——^0
h

en tout point de & hors de e. , est bornée supérieurement,

et, en chaque point minimal x, tend vers 0 sur un ensemble
non effilé en x; donc, par le théorème 22, w =-= 0, et u <; 0.

COROLLAIRE. — Les points de & n A où co est effilé forment
un ensemble h-négligeable pour CD, ce qui complète la propriété
de mesure harmonique nulle pour l'ensemble des points de
oj n Q où co est effilé [31] [2].

LEMME 6.—Sur l'ensemble des points de oo n A où Î.Î—co est
effilé, les ensembles faiblement h-négligeables pour œ et Q sont
les mêmes (donc aussi les ensembles h-négligeables).

Montrons que tout compact A de cet ensemble, A-négligeable
pour œ, est aussi A-négligeable pour Q. Soit ®o ,^, égale à la
réduite AA de h relative à A. On sait que dans (D, 3)y /, == 3)? ^

où F sur & vaut —^ dans Q, (RA ailleurs, de sorte queii/
^ = = a ) » * + H ï ,

A +A.

et la nullité de ^ Ï / , entraîne AA = H^, donc AA = ̂  .
A.' «À A

Mais par le choix du compact A et le corollaire du théorème 20,
ë^ doit être un potentiel de Green, ce qui implique AA == 0.
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Remarque. — Le résultat précédent contient évidemment
le résultat analogue [18] relatif à l'ensemble des points de
^ n A extérieurs à Q—(JD.

L'extension du théorème 22 à l'ouvert OD et sa frontière (5
dans il s'exprime alors par le

THÉORÈME 26. — Soit u sousharmonique dans Vowert

a) c Q, telle que — soit bornée supérieurement^ et soit sur & un

ensemble e faiblement h-négligeable pour co, contenant les points
de & où œ est effilé. On suppose que pour tout point x e & n Q—e^

lim supç-, ^ 0, et que pour tout x e o> n A —e, il existe dans CD
y-^x, y€(o il
un ensemble E^ non effilé en x tel que lim sup — <^ 0. Alors u
est <0. ^xl y€EX h

En utilisant un résultat local sur la topologie fine dans
Q (2*) [10], on voit d'abord que l imsupu^O en tout point
de & n il régulier pour œ, de sorte que le prolongement de u^
par 0 hors de co est une fonction quasi-sousharmonique dont
la régularisée w ^ O est nulle quasi-partout dans û—co,

et satisfait à la condition : — bornée supérieurement.
h

Soit ^ l'intersection de e avec l'ensemble des points de & n A

où Q — œ est effilé. En chaque point minimal x^e^ — tend
h

vers 0 sur un ensemble non effilé en x : c'est évident si Q—co

n'est pas effilé en x puisque -, ==0 quasi-partout dans Q—co;

et si x est un point d'effilement de Q—ou, donc de non effilement
de co, il existe dans co un ensemble non effilé en x sur lequel

——^0, donc aussi —• Comme, d'après le lemme précédent,
h h

<?i est aussi faiblement A-négligeable pour û, on en déduit w == 0,
et u<0.

( 2 i ) Soit u sousharmonique bornée supérieurement dans un ouvert a>y relativement
compact dans Q, et soit sur CD() un ensemble E faiblement 1-négligeable contenant
les points d'effilement de (OQ. En tout point-frontière régulier x^ on a

lim sup u(y} === lim sup /lim supy- u(y) \.
y^-Tft x-^x^. .r6(î>o ~E \ y-^x /
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APPLICATION. — Notons e Vensemble des points de S) où co
est effilé. Pour toute fonction f réelle sur à, considérons les fonc-
tions u dans co qui sont sousharmc niques ou —oo, satisfont

chacune à la condition : — bornée supérieurement, et telles que
h

pour tout point x e œ n Q—e, on ait limsupç—,^/*(rc), et que
y-^-x, j€co fï

pour tout x e œ n A — - ê , il existe pour chaque u un ensemble E^

non effilé en x tel que lim sup -, ^ f{x)f U enveloppe supérieure
des u est encore ®^,.. y ^ x ' ve]^

II . — Allure à la frontière de la solution 3)̂ .

31. Les points pseudo-fôrtement A-réguliers.
Rappelons quelques définitions et propriétés [18], pour abor-

der l'étude de l'allure à la frontière des enveloppes et de la
solution 3)̂  A. Ces notions sont d'ailleurs valables dans le
cas de la frontière générale de la deuxième axiomatique, que
nous examinerons au chapitre v.

Un filtre 9 sur Q convergeant vers un point-frontière Xo
est dit fortement h-régulier s'il existe un voisinage ouvert S
de XQ et une fonction surharmonique v > 0 sur S n û tels que

-r-S-Q et que—admette une borne inférieure >0 hors de touth ty h
voisinage de Xo. Cela équivaut à ce que pour les voisinages

1ouverts S assez petits de x^ —H^-^O, et il s'ensuit l'exis-
h * ty

tence dans tout û d'une fonction surharmonique v > 0 satis-
faisant aux conditions locales précédentes.

Un filtre 9 convergeant vers x^ est dit h-régulier si pour
tout compact A sur la frontière, ne contenant pas x^ ^-^0.

h ^
Pour que 9 soit A-régulier, il faut et il suffit que pour toute
fonction f bornée supérieurement,

^ —
lim sup — 3)y A <^ lim sup de f en Xo,

9 h
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ou encore (2t i), que pour toute f finie continue,

}®/..T/^o).

Il est immédiat que la A-régularité forte entraîne la A-régularité.
Un point-frontière XQ est dit fortement h-régulier ou h-régulier

s'il en est ainsi de la trace sur Q du filtre des voisinages de Xo.
L'analogie des notions précédentes avec la notion classique

de régularité pose la question desavoir si l'ensemble des points-
frontière non fortement A-réguliers — ou même seulement
non A-réguliers — est A-négligeable. On ne sait si la réponse
est affirmative, mais si l'on remplace la topologie de Martin
par la topologie fine, donc la limite ordinaire par la notion de
pseudo-limite, on obtient un résultat analogue au résultat
classique sur les points irréguliers, ce qui approfondit de
façon importante l'allure à la frontière de la solution, et
permet de plus, comme on va voir, d'intégrer dans l'ancienne
axiomatique le problème de Dirichlet avec la frontière
de Martin.

On dira qu'un point minimal XQ est pseudo-fortement h-régu-
lier si le filtre, trace sur Q du filtre des voisinages fins de x^
est fortement A-régulier. Alors :

THÉORÈME 27. — Les points minimaux non pseudo-forte-
ment h-réguliers forment un ensemble h-négligeable.

Notons o^ la boule ouverte de centre x et rayon p > 0
(avec la métrique de Martin), et soit Eo l'ensemble des points x

minimaux tels que limsupç — H^00 > 0. L'ensemble des points
y-^x h *

x minimaux non pseudo-fortement A-réguliers est réunion
des E^, donc il suffit de montrer que Eo est A-négligeable.

n

Considérons pour cela un recouvrement fini de A par des
ouverts de il de diamètre ̂  p. Si § désigne l'un de ces ouverts,

1 ^lim supç -, Hf00 est > 0 en chaque point x e Eo n S (car cr^ D S),

donc Ep n 5 est A-négligeable (coroll. 3 du th. 21), et de
même Es.

(25) Dans le cas général considéré au chapitre v, il faudra de plus supposer la
condition cl/» satisfaite.
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Grâce au principe du maximum établi plus haut, on obtient
alors le

COROLLAIRE. — Les filtres, traces sur û des filtres des voisi-
nages fins des points pseudo-fortement h-réguliers, satisfont
aux conditions A/, et B/, de Vancienne axiomatique.

Conséquences. — Si f est finie continue sur A :
1. La solution ®y ^ est l'unique fonction u harmonique dans

û, telle que -- soit bornée et admette, en tout point pseudo-
IV

fortement A-régulier, ou même seulement hors d'un ensemble
faiblement A-négligeable, une pseudo-limite égale à /*.

2. Soit ̂  le filtre formé des ensembles E c Q tels que l'extré-
male de h relative à E soit un potentiel de Green. Si F définie
dans Q admet la pseudo-limite f en tout point-frontière, sauf
sur un ensemble faiblement A-négligeable, 3)y^ est aussi la

seule fonction u harmonique dans Q, telle que -,- soit bornée

et que -, — F tende vers zéro selon 9^.

Car pour une fonction ç dans Q, la propriété de tendre vers 0
selon Sfi équivaut à ce que f admette, à la frontière, une
pseudo-limite nulle sauf sur un ensemble A-négligeable.

En effet, si o-^-O, l'ensemble où |y[ ̂  £ appartient à ^
quel que soit £ > 0, de sorte que les points de non effilement
du complémentaire forment un ensemble A-négligeable, et de
même les points de A où lim supç |ç| > 0.

Inversement, cette dernière propriété montre que les points
de A finement adhérents à l'ensemble où |y| > £ forment
un ensemble A-négligeable, donc que l'ensemble où |çj <^ £
appartient à 3^ quel que soit £ > 0.

32. Les filtres faiblement A-réguliers dans l'espace de Green il.
A côté des notions de A-régularité et de A-régularité forte

utilisées dans l'étude de l'allure à la frontière des enveloppes
et de la solution 2)y,A, la théorie ordinaire du problème de
Dirichlet conduit à introduire la notion suivante de h-régula-
rité faible, qui dans le cas particulier A == 1, coïncide avec
la notion de régularité considérée dans [20] :
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DÉFINITION 3. — Un filtre S sur Q est dit faiblement/^
h-régulier si —yo -^0, ce qui est indépendant du pôle î/o.

ri ^

II revient au même de dire que ^ est plus fin que le filtre
p, (indépendant de î/o) engendré par les ensembles de Lî oùï-yo < £ (£ > 0 variable).
h

Exemples. — Le filtre ^ formé par les ensembles E c {.}
tels que ê^ soit un potentiel de Green est plus fin que 3^
(n° 27), donc faiblement A-régulier.

Un point-frontière XQ <= A déjà appelé faiblement h-régulier
(n° 24) est caractérisé par la A-régularité faible de la trace sur
il du filtre des voisinages de XQ (26).

La deuxième axiomatique du problème de Dirichlet intro-
duit des frontières générales sur lesquelles on définira de même
la notion de point faiblement A-régulier.

THÉORÈME 28. — Pour quun filtre 3 sur Q soit faiblement
h-régulier, il faut et il suffit qu^il existe une fonction surharmo-
nique ^ > 0 dans Q telle que —-^O.h VF

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante,
car si l'on considère un voisinage compact Œ de î/o, G^ est
majorée, dans Q —a, par /cHp"" <; kv (k == C10 > 0 conve-

G *
nable), d'où -^^fO.

Comparaison avec la h-régularité. — Soit sur la frontière
de Martin A — ou plus généralement sur la frontière F de
la deuxième axiomatique — un point XQ où converge un
filtre 9 A-régulier. S'il existe sur la frontière un compact
A, ne contenant pas x^ et tel que A^ > 0, ? est aussi faible-
ment A-régulier. Si le complémentaire de \XQ\ est A-négligeable,
cette propriété subsiste pour la frontière de Martin, car XQ
est alors nécessairement minimal, et A égale à un facteur
près à la fonction minimale de pôle Xo, dont le quotient
par G^ tend vers + °° au point Xo; mais elle peut ne plus
avoir lieu pour la frontière F, comme dans le cas où F est
réduite au point d'Alexandroff JL et A égale à 1.

(26) Si x^ est minimal, cette condition équivaut à la /i-régularité faible de la trace
sur û du filtre des voisinages fins de XQ.
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Inversement, la A-régularité faible n'entraîne pas en général
la A-régularité. Ainsi tout point XQ non minimal est faiblement
K^-régulier pour tout point x minimal tel que (-)(^, x) == + oo
(et il existe au moins deux tels points distincts (n° 18)), mais
non K^-régulier.

Approfondissons maintenant les filtres faiblement A-régu-
liers convergents dans l'espace de Martin Û :

THÉORÈME 29. — Pour quun filtre S sur 12, convergeant
vers un point x^ minimal, soit faiblement h-régulier, il faut
et zl suffit quil existe au voisinage de x^ sur Q une fonction
surharmonique v >- 0 telle que —-^0.

h îy

Soit v surharmonique > 0 sur l'intersection de Q et d'un

voisinage ouvert o de x,, telle que ^--^0, et soit œ le domaine

composant de o n Q qui admette pour point-frontière extérieur
a u — c o (coroll. du th. 14). Le filtre £? est faiblement A-régulier

pour œ, et comme ^° (î/o e CD, g^ fonction de Green de co) admet
Lryo.

au point Xo une limite > 0 (th. 14), ^ est aussi faiblement
A-régulier pour Q.

On verra aussi, grâce au théorème 11, que la A-régularité
faible pour il d'un point XQ minimal équivaut à la A-régularité
faible de x^ pour un domaine quelconque co c Q, dont XQ est
point-frontière, et tel que Q—co soit effilé en ^o; et si l'on intro-
duit le pôle .To, sur la frontière de Martin d'un tel oo, de la fonc-
tion K^—^, minimale dans œ (th. 12), la A-régjlarité
faible de x^ pour Q équivaut aussi à celle de Xç pour co.

33. Allure de la solution en un point minimal non faiblement
A-régulier.

Les résultats du n° 25 sont évidemment applicables à toute
solution 3)y A correspondant à une donnée f ;> 0, mais la
forme particulière de la mesure canonique associée à 3)^ /,
donne de plus le théorème suivant :

THÉORÈME 30. — Soit XQ un point minimal non faiblement

h-régulier. Si f sur A est > 0 et h-résolutive, -Ah admet en x^
h

une pseudo-limite ^0 finie ou non, égale à j fdu.^, où m.2'0 est
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une mesure de Radon > 0 sur A, indépendante de f. Il y a
identité des ensembles de mesure nulle pour ^x6 et pour la
mesure a canonique associée à h, et identité de la mesura-
bilité-d^0 et de la mesurabilité-du..

La première partie vient de la représentation intégrale

s^)=f^{y^)f{y)d^
3)-d'après laquelle la pseudo-limite au point XQ de -^-h^ égale à
h

j^{^y}f(y)d^y)^
j(-){x,, y )d ' ^ . { y ) ,

peut s'écrire ( fd\^\ avec

d^y^-^y^^ ,
j 0(a;o, y) du, {y)

mesure > 0 indépendante de f. Il y a évidemennt identité
des ensembles de mesure nulle pour ̂  et pour a; et si f^ 0
sur A est sommable-rfa^0 (resp. rfm), elle est sommable-rfu.
(resp. du3'9) au sens large, d'où l'identité sur A de la mesura-
bilité-da3'0 et de la mesurabilité-rfa.

EXTENSION. — Si f est h-résolutive et sommable-du3'6 au

sens large, —^L/l admet en XQ une pseudo-limite finie ou non, égalesw. h

34. Exemple d'application. — Le théorème 23 permet d'amé-
liorer assez largement un résultat de M. Brelot [18] sur l'allure
d'une fonction sousharmonique au voisinage d'un point-
frontière A-régulier.

THÉORÈME 31. — S o i t u sousharmonique dans l'espace de

Green Q, telle que — soit bornée supérieurement. Soient sur A
h

un point Xo h-régulier et un ensemble E faiblement h-négligeable
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contenant Xo et Vensemble Z\o des points non minimaux (27).
Alors :

A\ T U(îf} T /,. U(î/)\1) hm sup -^ == hm sup hm sup^—^\ 1 •
^o A(y) x^x,. .r€A-E \ y-^xro A(y) 1

2) 5i E est h-négligeable, et si E^ désigne un ensemble quel-
conque de û non effilé en x,

T ^(v) T /r ^(vAhm sup—^-== hm sup hm sup—^ •
v-^o A(î/) x^x,.x€^-'E\y^x. ye^h{y)/

Le progrès sur le résultat de [18] est que limsup^ , ou
u . . . , y ^ x .lim sup — remplacent la lim sup ordinaire qu'elles minorent.

y ^ x , y€E^ h
La démonstration est adaptée de ce cas initial.

Supposons d'abord E A-négligeable. Alors, par le théorème 23,
U^®^A? °ù f vaut —oo sur E et lim sup-, en tout .r«E,
de sorte que, en Xo /i-régulier, y ^ T ' y Jx

limsup—^limsupde/*ena;o, donc <; lim sup (l im sup—).
y-^XQ h x-^Xo, xÇ^—E\y-^x, y^Es h/

L'inégalité contraire évidente permet de conclure au 2).
Le 1) s'en déduit dans le cas de E A-négligeable, puisque

lim supç -- est égale à lim sup-,-en x prise sur un ensemble
y->x h h

convenable de complémentaire effilé en x.
Dans l'hypothèse de E faiblement A-négligeable, supposons

T /T u\ ̂  - T uhm sup ( hmsupç-, )< y < hmsup—?
x-^xo, xç^—E \ y - ^ x h / y-^xe n

et considérons l'ensemble e c A où lim s u p ^ y - ^ y ; il esth
borélien et son intersection e^ avec un voisinage ouvert assez
petit de Xo appartient à E; donc e^ est A-négligeable, et

limsup-^-^ lim sup (lim supç— ) > y,
y -^a-o fï X-^XQ. xç^—(e^^o)\ y-^x r t /

ce qui est contradictoire avec l'inégalité lim sup^ — << y au
voisinage de Xy.

(27) Remarquer essentiellement que x^ est adhérent a u —E (voir [18]).



CHAPITRE V

APPLICATION DE LA FRONTIÈRE DE MARTIN
A L/ÉTUDE AXIOMATIQUE DU PROBLÈME DE DIRICHLET

1. — Allure à la frontière de la solution et comparaison
de deux axiomatiques.

35. — Soit dans l'espace de Green il une fonction harmo-
nique h > 0. Nous avons rappelé au chapitre i les bases
d'une nouvelle axiomatique du problème de Dirichlet, déve-
loppée à partir de tout espace compact métrisable il dont iî
est un sous-espace partout dense, de frontière F = il — Q.
La théorie repose sur l'axiome suivant :

Axiome cl̂  : Toute fonction finie continue sur F est h-résolutive.
Elle s'applique en particulier à l'espace de Martin L!,

c'est-à-dire l'espace pourvu de la frontière de Martin A, pour
lequel l'axiome ^ es^ vérifié quel que soit A, et, en utilisant
la notion d'effilement, nous avons étudié dans ce cas parti-
culier l'allure à la frontière des enveloppes et de la solution
®/,..

Nous poursuivons ici cette étude pour l'espace î.} général.

36. Les fonctions minimales et leurs pôles.
Soit Ky. une fonction minimale dans Q (x minimal e A).

D'après M. Brelot [18], toute réduite (K.a;)<, de K-a; relative à un
ensemble-frontière e c F est nulle ou égale à K^., et il existe
au moins un point z e F tel que (Ka,)^ = K^

Un tel point z est dit pôle dans U (ou sur F) de la fonction
minimale ICç, et pôle unique de ICp dans le cas d'unicité.

Dans l'espace de Martin il, toute fonction minimale K^.
admet le pôle unique x.
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Principales propriétés de la notion de pôle.
1° Pour que la fonction minimale ICç ait un pôle unique

sur F, il faut et il suffit qu'elle vérifie l'axiome OR relatif à
Q [18].

2° Pour qu'un point z e F soit pôle de la fonction minimale Ky;,
il faut et il suffit que K^ soit invariante par extrémisation sur
tout ensemble de Q auquel z nest pas adhérent (dans Q).

La définition des réduites montre que la condition est suffi-
sante, et la nécessité vient de la propriété [18], pour toute
réduite relative à un ensemble-frontière e, d'être invariante
par extrémisation sur tout ensemble de Q dont l'adhérence
dans Q ne rencontre pas e.

COROLLAIRE. — Si z e F est pôle de la fonction minimale Ka.,
cette fonction est associée à 0 au voisinage de tout point-frontière
distinct de z.

3° Pour qu'un point z e F soit pôle unique de la fonction
minimale K^., il faut et il suffit que K,p ne soit pas associée à 0
au voisinage de z.

Si K^ admet z pour pôle unique dans 0, elle vérifie l'axiome
^IK.E, et l'ensemble des points-frontière au voisinage desquels
elle est associée à 0 est K^-négligeable. Donc K^, associée
à 0 au voisinage de tout point-frontière distinct du pôle z,
ne peut l'être au voisinage de z.

Réciproquement si K^ n'est pas associée à 0 au voisinage
de z, aucun point distinct de z ne peut être pôle, et K^, admet z
pour pôle nécessairement unique.

4° Soit A un compact sur F. Pour que la fonction minimale
Ka. ait un pôle dans A, il faut et il suffit que (K^A = K^., ou
encore que (K^A soit non nulle.

Si z e A est pôle de K^., on a (K^A ;> (K^)^ == K^., d'où
(K^A = K^ Inversement, partant de cette égalité, on peut
former une suite décroissante de compacts A^ c A, d'intersec-
tion réduite à un point z e A, et tels que (K^A^^O, donc
(Ka^ = Ka;. Comme les réduites relatives aux ensembles
compacts définissent une fonctionnelle continue à droite,
(K^A^-^ (Kp)^, d'où (K^)^ === K^., c'est-à-dire que z est
pôle de Ka..

Le raisonnement du 2° montre encore que la condition
(K^A === K^, équivaut à l'invariance de K, par extrémisation
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sur tout ensemble de Q dont l'adhérence dans il ne rencontre
pas A.

COROLLAIRE. — Soient A et B deux compacts sur F. Pour
que la fonction minimale Ka; ait un pôle dans A et un pôle dans B,
il faut et il suffit^que [(K^B soit non nulle.

5° Transformons par le critère d'effilement du théorème 5
les propriétés caractéristiques 2° et 3° ci-dessus. Nous en obte-
nons aussitôt des formes équivalentes qu'il est important
d'expliciter :

Soit Ka; une fonction minimale dans Î.1 {x e Ai) :
a) Pour qu'un point z e F soit pôle de K^, il faut et il suffit

que pour tout voisinage aidez dans Q, a n L> soit non effilé au point x.
b) Pour qu^un point z e F soit pôle unique de K .̂, il faut

et il suffit que pour tout voisinage a de z dans Q, Q n ( a soit
effilé au point x.

Il résulte de là que si z e F est pôle unique de la fonction
minimale K^., z est adhérent (dans il) à tout ensemble de Q non
effilé en x.

6° La propriété 4° ci-dessus et le théorème 5 montrent de
même que, si A est un compact sur F, la condition que K^.
ait un pôle dans A équivaut à ce que, pour tout voisinage a
de A dans 0, a n Q soit non effilé au point x.

37. Autres propriétés des pôles des fonctions minimales.
On notera A^ le sous-ensemble de A formé des points mini-

maux x pour lesquels Ka, possède un pôle unique sur F, ou encore
vérifie l'axiome cl^ relatif à l'espace û. En faisant correspondre
à chaque point x e Ai le pôle de Ka. sur F, on définit une appli-
cation 0 de AI dans F, sur un sous-ensemble de F noté Fi.

LEMME 7. — Soit A un compact sur F. Uensemble Ai des
points x minimaux pour lesquels K.^ a un pôle dans A est un G§
(intersection dénombrable couverts}.

D'après la propriété 6° du n° 36, l'ensemble Ai est identique
à l'adhérence, dans la topologie fine sur l'espace de Martin t2,
de la trace sur Q du filtre des voisinages de A dans Q, et si (a^)
est une suite décroissante de voisinages de A, telle que Qa,,==A,



THÉORIE DU POTENTIEL 259

A, est aussi l'intersection des adhérences fines des ensembles
a^ n û. Le lemme vient donc de ce que les points de A finement
adhérents à un ensemble de Q, ou points de non effilement,
forment une intersection dénombrable d'ouverts (coroll 1
du th. 5).

THÉORÈME 32. — L'ensemble AÏ est un K^o.
Considérons, pour chaque entier TZ, un recouvrement fini

^ de F par des compacts de diamètre <;—, et pour chaque

compact A e 3{^ l'ensemble des points x minimaux tels que K^.
ait un pôle dans A et un pôle hors de A. La réunion des ensembles
analogues relatifs aux compacts de tous les recouvrements
^ est A, — A;, et comme Ai est un Go, il suffit de montrer
que chacun de ces ensembles est un G^.

Or, si B est un compact de F disjoint du compact A, il
résulte du lemme précédent que les points x minimaux tels
que K^ ait un pôle dans A et un pôle dans B forment un Gg,
et le résultat cherché s'en déduit, en considérant une suite
de compacts sur F dont la réunion est le complémentaire
de A.

COROLLAIRE. — Inapplication ^ est borélienne.
Car l'image réciproque par ^ d'un compact de F est un Ky^

comme trace sur Ai d'une intersection dénombrable d'ouverts.

Remarque. — II convient de remarquer que l'application <I>
n'est pas nécessairement biunivoque. On le voit en examinant,
comme M. Brelot [18], l'exemple d'un domaine circulaire
diminué d'un rayon, avec sa frontière euclidienne, tout point
du rayon est pôle de deux fonctions minimales distinctes
qui vérifient l'axiome fondamental relatif à cet Q particulier
(pour lequel a/, est d'ailleurs vérifié quel que soit A). On
aura un autre exemple, dans l'espace, en considérant le domaine
compris entre deux sphères tangentes intérieurement, et le
point de contact, qui est pôle unique d'une infinité de fonctions
minimales distinctes.

Remarquons aussi que cette application î> n'est pas en géné-
ral continue.
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38. Équivalence de l'axiome 0,,.

THÉORÈME 33. — Pour qu^une fonction harmonique h > 0
dans Q satisfasse à Vaxiome d^ relatif à Vespace Q, il faut
et il suffit que A — Ai soit h-négligeable, c^ est-à-dire que les
points x minimaux pour lesquels Ka. M'a pas un pôle unique
sur F forment un ensemble h-négligeable.

Partons d'une forme équivalente de l'axiome <a^ :
e^'i : Quels que soient les compacts disjoints A et B sur F,

(h^B == 0, et utilisons la représentation intégrale canonique

h==fK^du.{x)

qui entraîne, pour les compacts A et B sur P,

(AA)B=/[(K^]B^).

Supposons A et B disjoints. On a [(K^AJB == 0 pour tout
x e ^ [ (puisque a^ relatif à Q est vérifié), donc {h^a = 0
dès que A — Ai est A-négligeable.

Réciproquement, si (hj^K === 0, l'ensemble des points x mini-
maux pour lesquels [(K^A^ > 0, c'est-à-dire pour lesquels K.p
a un pôle dans A et un pôle dans B, est A-négligeable, et il
en est de même de A, — AI qui est réunion dénombrable
d'ensembles de ce type d'après la démonstration du théorème 32.

COROLLAIRE. — 5i (̂  est^ vérifié, l'ensemble F — F, est
h-négligeable relativement à Q.

Pour tout compact A c F — l \ , (K^A = 0 pour tout xe A^,
donc l'hypothèse (^ entraîne la nullité de la réduite

AA= f(K,)A^).vy
II en résulte 2)ç>, /, == 0, et le corollaire s'en déduit grâce. r — r < '

à la mesurabilité de F — Pi, qui vient de ce que F, est analy-
tique, comme image de Ai par l'application borélienne $ (28).

39. Les filtres 9 dans Q.
Soit x un point minimal e A et soit *îj. (et brièvement ^)

la trace sur il du filtre des voisinages fins de x, c'est-à-dire le
(28) Le graphe de ^ dans l'espace produit (A, F) est borélien, donc sa projec-

tion r\ sur F est analytique (voir par exemple Kuratowski, Topoloçie).
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filtre sur il formé des ensembles de complémentaire effilé en x,
ou encore, d'après le critère d'effilement du théorème 5, des
ensembles sur lesquels l'extrémisation de Ka, ne conserve pas
cette fonction. La propriété 5° du n° 36 donne aussitôt le

THÉORÈME 34. — L'adhérence du filtre ^ dans Vespace
compact Q est identique à V ensemble des pôles de la fonction
minimale K^. La convergence de 9^ dans Q équivaut donc à
l'unicité du pôle, lequel est alors point limite de 3 .̂

Un point x minimal et le filtre 3^ qu'il définit seront dits
associés. Les filtres 3^ convergents dans Q sont ceux associés
aux points x e Aï ; leurs points de convergence dans Q forment
le sous-ensemble [\ de 1\ défini au n° 37 comme image de Ai
par l'application $, c'est-à-dire comme ensemble des pôles
des fonctions minimales qui possèdent un pôle unique sur F.
En chaque point z e f, convergent tous les filtres 9 associés
aux fonctions minimales qui admettent z pour pôle unique.
Enfin :

THÉORÈME 337. — L'axiome cl/, relatif à iî équivaut à ce
que les points minimaux associés aux filtres 9 non convergents
dans Q forment un ensemble h-négligeable.

REMARQUE FONDAMENTALE (Principe de maximum). — Pour
qu'un ensemble ê^, de filtres Sf précédents satisfasse à la condi-
tion :

A/,). *Si u sousharmonique dans Q. satisfait à : -, bornée
h

supérieurement et lim sup - <^ 0 quel que soit 9 e Ê^, alors u <^ 0,
à? . . .

il faut et il suffit que les points minimaux associés aux filtres 9
qui ^appartiennent pas à êg, forment un ensemble faiblement
h-négligeable.

Conséquence immédiate des théorèmes 22 et 23.

Application.

LEMME 8. — Dans l'hypothèse €L^ l'image réciproque par
l'application 0 de tout ensemble faiblement h-négligeable rela-
tivement à û est un ensemble faiblement h-négligeable relative-
ment à 12.
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Soit d'abord A un compact À- négligea blé relativement à LJ.
Sans hypothèse ex/,, l'ensemble des points x minimaux tels
que K^, ait un pôle dans A — ce qui équivaut à la condition
(K^A > 0 — est A-négligeable relativement à [2, car la nullité
de la réduite

h^j\K^^d^{x)

entraîne que la fonction (K^A de x soit nulle presque partout-rf;^.;
donc l'image réciproque ^"^(A) est aussi A-négligeable.

Passons au cas d'un ensemble e quelconque faiblement
A-négligeable relativement à (2, et montrons que tout compact
Œ c (l?"1^) est A-négligeable. Comme la restriction à o- de l'appli-
cation $ est borélienne, il existe, pour tout £ > 0, un compact
o-i c cr tel que L U Œ n | o-^^s, et que la restriction de ^ à o\ soit
continue (2a). L'image ^o-i) est un compact contenu dans e,
donc faiblement A-négligeable, et l'axiome a^ sous la forme
équivalente (^ montre que ^{^i) est aussi A-négligeable.
Il en est donc de même de o-i c ̂ "^(o-i)). Ainsi a(cr) ̂  £,
et comme £ est arbitraire, on conclut U.(Œ) = 0.

THÉORÈME 35. — Supposons Vaxiome d^ vérifiée et consi-
dérons pour toute fonction f réelle sur F, les fonctions u dans Q
qui sont sousharmoniques ou — oo, et satisfont chacune aux

conditions :— bornée supérieurement et limsup—^ f(z) pour
h . -Ï h

tout point z e F\ et tout filtre 9 convergeant vers z. U enveloppe
supérieure des u est encore 3)/,A.

En reprenant la démonstration du théorème 23, on est ramené
à voir que si e c F, est faiblement A-négligeable relativement
à Q, l'ensemble des filtres 9 qui convergent vers des points
de 1\ — e satisfait à la condition A/». Cela résulte de ce que les
points minimaux associés aux filtres 9 qui n'appartiennent
pas à la famille considérée forment l'ensemble (Ai—Ai) u ^'^e),
qui est faiblement A-négligeable d'après le théorème 33' et
le lemme 8.

(29) Pour cette propriété des fonctions mesurables, voir par exemple Bourbaki,
Intégration, chapitre iv.
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40. Allure à la frontière des fonctions surharmoniques > 0.
Avant d'aborder l'étude de l'allure à la frontière F de la

solution du problème de Dirichlet, nous allons donner quelques
résultats préalables, qui généralisent certains des résultats
obtenus au chapitre ni dans le cas particulier de la frontière
de Martin.

Nous utiliserons essentiellement les filtres 9 définis au n°
précédent, et le théorème 21, qui exprime que pour tout poten-
tiel de Green v d'une mesure > 0 dans Q, les points minimaux
associés aux filtres ^ pour lesquels lim sup — > 0 forment
un ensemble /fc-négligeable. ^ l

Rappelons [18] que si u et u^ sont deux fonctions harmoniques
> 0 dans Q telles que u^ ̂  u :

a) l'invariance de u par extrémisation sur un ensemble
de L! entraîne la même propriété pour u^;

b) la condition cXy relative à Q entraîne la condition a^,
propriétés qui se déduisent aussi des théorèmes 20 et 33 res-
pectivement. Alors :

LEMME 9. — 5i u harmonique > 0 dans Q est associée à 0
au voisinage Sun point-frontière ZQ et vérifie V axiome €L^ relatif
à L?, il existe un voisinage ouvert So de ZQ tel que ê0^50 soit un
potentiel de Green.

Soit ô un voisinage ouvert de ZQ tel que l'on ait u == H^0^
dans 0 n 0. Si âo es^ un voisinage ouvert de ZQ tel que §o c o,
l'exfrémale ê^C80 est un potentiel de Green, sinon la plus grande
minorante harmonique u< serait une fonction harmonique > 0,
associée à 0 au voisinage de tout point-frontière, et vérifiant
l'axiome cl^ relatif à il (parce que M, <; u).

THÉORÈME 36. —Soit u harmonique >0 dans Q, vérifiant
U axiome cXy relatif à Q, et soit A le support compact de la u-mesure
harmonique sur F. Les points minimaux associés aux filtres 9
qui convergent vers des points de F — A, et pour lesquels
lim sup — > 0, forment un ensemble h-négligeable.

Ĉomme F—A est aussi l'ensemble des points-frontière au
voisinage desquels u est associée à 0, il existe, pour tout point
z e F—A, un voisinage ouvert S de z et un potentiel de Green v
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tels que c== u dans ô n Q. Le théorème s'en déduit en considé-
rant un recouvrement dénombrable de F — A par de tels
ouverts S.

EXTENSION. — Dans l'hypothèse (X^ l^ résultat s'étend à u
harmonique > 0 quelconque, en prenant pour A l'ensemble
(compact) des points-frontière au voisinage desquels u n'est
pas associée à 0.

Il suffit de remarquer que u peut s'écrire sous la forme

u == u^ + MA-A^

(à cause de l'additivité, sur A, des réduites pour ensembles
disjoints mesurables), et d'établir la propriété pour chacun
des termes du second membre.

Pour u^ si cette fonction n'est pas nulle, la propriété se
déduit du théorème, car u^ dont la mesure associée ne
charge que Ai, vérifie l'axiome da^ relatif à iî (th. 33) et
est associée à 0 au voisinage de tout point de F—A(u^;^u),
de sorte que le support de la u^-mesure harmonique
est contenu dans A; et pour u^_^, elle vient de l'hypo-
thèse €i^ sous la forme équivalente du théorème 33,
qui entraîne que inf (^-Ai? ^) est un potentiel de Green(30),
donc (th. 24) que ^"^< admet sur A une pseudo-limite nulle

h
sauf sur un ensemble A-négligeable.

COROLLAIRE. — Soit dans û un ouvert à rencontrant F.
Sous la condition ôi^ les points minimaux associés aux filtres 9
qui convergent vers des points de o n F et pour lesquels

A

lim sup — H^0^ > 0, forment un ensemble h-négligeable.
a ' v

II suffit de considérer l'extrémale ê^00, qui est égale à H^*
dans o n Q et vaut dans Q la somme du potentiel de Green d'une
mesure ^ 0 et d'une fonction harmonique Ai ;> 0, qui, si elle
est non nulle, satisfait à la condition a^ (parce que Ai ̂  A),
et définit une Aï-mesure harmonique de support contenu dans
m [s.

(30) L'enveloppe inférieure de deux fonctions harmoniques > 0 dont les mesures
associées sont portées par deux ensembles disjoints est un potentiel de Green.
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41. Allure à la frontière de la solution 3)y .̂
Ce qui précède permet d'approfondir l'allure à la frontière

des enveloppes et de la solution 3)y /» dans le cas d'un il général,
en utilisant les notions de A-régularité et de A-régularité forte,
dont la définition est rappelée au chapitre iv. Là encore, on ne
sait si l'axiome (^ entraîne, comme dans le cas classique de
frontière euclidienne avec h == 1, que l'ensemble des points-
frontière non fortement À-réguliers — ou seulement non
A-réguliers — est A-négligeable. Mais les résultats obtenus
pour l'espace de Martin peuvent s'étendre de la façon suivante :

THÉORÈME 37. — Si h harmonique > 0 dans û satisfait
à l'axiome a/, relatif à Q, les points minimaux associés aux
filtres 9 convergents dans Q et non fortement h-réguliers pour U
forment un ensemble h-négligeable.

La démonstration est adaptée de celle du théorème 27.
Notons Œ^ la boule ouverte de centre z e F et rayon p > 0 (avec
la métrique de Ù), et soit Eo l'ensemble des points minimaux

1 -
r c eA; tels que l'on ait limsup -, îî^^Q>0 pour le filtre ^

^
associé à a; et le pôle z de K^., qui est point limite de 3 .̂
L'ensemble des points minimaux associés aux filtres S conver-
gents dans Q et non fortement A-réguliers pour il est réunion
des E^, donc il suffit de montrer que Eo est A-négligeable.

n

Considérons pour cela un recouvrement fini de F par des
ouverts de Q de diamètre <^ p. Soit o l'un de ces ouverts,
et soit §1 l'image réciproque ^"^(â n F). Pour chaque point
x <= Ep n S,, le filtre ̂  associé à x converge vers un point z e S n F,

A

et limsup— H^00 est > 0 (car o^ => o), donc Ec n §1 est A-négli-
^ h *

geable (coroll. du th. 36), et de même Ec puisque les ensembles
o, forment un recouvrement de Ai.

COROLLAIRE 1. — Dans Vhypothèse cl^, les filtres ^ convergents
dans Q et fortement h-réguliers pour Q satisfont aux conditions
AA et BA de V ancienne axiomatique étendue, ce qui complète la
comparaison des deux axiomatiques et en établit l'équivalence.

La condition B^ résulte du choix même de ces filtres. A^
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vient de ce que les points minimaux associés aux filtres ^
qui ne font pas partie de la famille considérée forment un
ensemble À-négligeable (th. 33' et 37), et de la remarque
fondamentale du n° 39.

COROLLAIRE 2. — Sous la condition cl̂ , les points de F où
ne converge aucun filtre 9 fortement h-régulier pour il forment
un ensemble e h-négligeable relativement à Q.

D'après le théorème, ^^(ê) est A-négligeable relativement
à (}, donc il existe une fonction surharmonique v > 0 telle que

——>• -)- oo en tout point x e ^"'(e), et à fortiori selon le filtre
h

3^ associé à chacun de ces x. Autrement dit —-— 4- °° selonh
tout filtre S convergeant dans Q vers un point de ê, d'où le
corollaire puisque les enveloppes relatives à P restent les mêmes
quand les conditions-frontière sont prises selon les filtres ^
convergents dans 0 (th. 35).

Conséquences. — Si f est finie continue sur F :
1. La solution 2)y /» est l'unique fonction u harmonique dans

û, telle que — soit bornée et admette, selon tout filtre »î
h _

fortement A-régulier pour Q, convergeant vers z e 1\, une limite
égale à f{z).

2. Soit 3^ le filtre formé par les ensembles E c [] tels que
Pextrémale de h relative à E soit un potentiel de Green. Si F
définie dans 0 tend vers f selon tout filtre S convergeant dans
û, exceptés certains filtres ^ dont les points de convergence
sur F forment un ensemble faiblement A-négligeable, 3)y^

est aussi la seule fonction u harmonique dans Q telle que -

soit bornée, et que — —F tende vers zéro selon ^.
h

Cas particulier: F prolongement continu de f dans L?.
Cela résulte encore de l'équivalence, pour une fonction y

dans (], de la condition ç -et 0 avec l'existence, sur A, d'une
pseudo-limite nulle sauf sur un ensemble A-négligeable (n° 31).
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2. — Comparaison des problèmes correspondant à û
et à Fespace de Martin.

42. Considérons toujours l'espace compact métrisable U
dont Q est un sous-espace partout dense, de frontière
F == Q — Q, et soit h harmonique > 0 dans Q.

On a vu que la notion de pôle d'une fonction minimale
permet de définir une application 0 d'une partie Aï de la fron-
tière de Martin sur un sous-ensemble Fi et F, et que si la condi-
tion dl/, relative à il est satisfaite, les complémentaires respec-
tifs A — A^ F — r\, sont A-négligeables, donc inutiles pour les
problèmes de Dirichlet correspondant respectivement aux
frontières A et [\

D'autre part, si l'on introduit les filtres 9 (n° 39) convergents
dans Q, leurs points limites dans U et Q, qui sont précisément
en correspondance selon <t>, forment respectivement les
ensembles Ai et 1 ,̂ et pour chacun de ces espaces, moyennant
a^, les enveloppes fondamentales de la théorie du problème
de Dirichlet restent les mêmes quand les conditions-frontière
sont prises selon ces filtres S.

Grâce à ces résultats, il va être possible de ramener tout
problème de Dirichlet relatif à Q à un problème analogue
relatif à l'espace de Martin. De façon précise :

THÉORÈME 38. — Soit f une fonction réelle sur F et soit
f^ sur A égale en chaque point x e A^ à la valeur de f au
point <î>(rc) (pôle unique de K^) et définie de façon quelconque
ailleurs,

Alors, sous la condition €L^ en introduisant l'indice (A) pour
les notions relatives à A, c'est-à-dire l'espace [2,

^=3)^ et ^-^

Donc, dans le cas le plus général Sun Q satisfaisant à €L^ la
solution générale 3)y^ est égale à la solution correspondante 2)}̂  du
problème relatif à la frontière de Martin.
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D'après d/,, l'ensemble A — Ai est A-négligeable, donc le
changement de /*i, sur cet ensemble n'altère pas les enveloppes
3)}̂ , S^\ qui se trouvent déterminées par la seule connaissance
de f^ sur Ai.

Alors toute fonction u sousharmonique ou égale à — oo, telle

que — soit bornée supérieurement et que, dans (2, limsup — ^/*
ri 11

en tout point de F (ou même seulement de r\), satisfait,

pour tout x e Ai, à la condition lim sup — ^fi(x), donc minore

2)^ (th. 23), d'où ®^<®^
De même, toute fonction u sousharmonique ou égale à — oo, telle

que — soit bornée supérieurement et que, dans L\ lim sup — ̂  /*i

en tout point de A (ou même seulement de AI), satisfait à la

condition limsup ^f{z) pour tout point z e F\ et tout
^

filtre 9 convergeant vers z, donc minore 3)y ^ (th. 35), d'où
®^<®^.

On en déduit l'égalité ®/.A = ®^L entraînant 2^h=^\,
que l'on peut aussi établir directement de façon analogue.
Et si l'une des fonctions /*, /*i, est A-résolutive, il en est de
même de l'autre, avec égalité des solutions correspondantes
®/^ ̂ -

Cas particulier. — Si e est un ensemble de F, sa A-mesure
harmonique intérieure (resp. extérieure) relative à iî est égale
à la A-mesure harmonique analogue, relative à 12, de son image
réciproque par l'application ^

Remarque. — Comme l'application <& n'est pas nécessaire-
ment biunivoque, on voit que la frontière de Martin affine
le problème de Dirichlet par décomposition effective de cer-
tains points-frontière. Il serait donc important de savoir si
l'espace de Martin est, à un homéomorphisme près, le seul !J
où (^ est vérifié quel que soit A, et pour lequel il y a corres-
pondance biunivoque entre les fonctions minimales et leurs
pôles.



THÉORIE DU POTENTIEL 269

3. — Exemples d'application.

43. Nous allons donner deux exemples d'application de la
correspondance établie entre la frontière de Martin et toute
frontière F au moyen de la notion de pôle d'une fonction mini-
male.

La simple définition du pôle donne d'abord une propriété
nouvelle des fonctions minimales :

THÉORÈME 39. — 5i V espace de Green 0 est partout dense
dans un espace compact métrisable où tout point-frontière de Q
forme un ensemble h-négligeable, alors (sans supposer Cl/,), les
quotients par h des fonctions minimales dans iï sont nécessaire'
ment non bornés.

En particulier, si il est un domaine euclidien borné, ou dont
le point à Vin fini est un point-frontière formant un ensemble
^-négligeable, les fonctions minimales dans û sont nécessairement
non bornées.

On sait en effet (coroll. du th. 17) qu'une condition néces-
TC

saire et suffisante pour que - x soit non bornée dans Q (pour K/.
h

minimale) est que la mesure canonique associée à A ne charge
pas \x\, de sorte que si la réduite

h^= f(K^)^d^(x)

relative à l'ensemble-frontière réduit à un point z e F est nulle,
T7-

—c est non bornée pour toute fonction minimale Ka; admettant z
h

pour pôle.
Le théorème général en résulte, et le cas particulier vient

de ce que, pour un domaine euclidien, tout point non à l'infini
de sa frontière ordinaire forme un ensemble de mesure harmo-
nique ordinaire nulle, c'est-à-dire 1-négligeable.

Dans le même ordre d'idées, on retrouve un résultat obtenu
par M. Brelot [18] par une toute autre voie :

THÉORÈME 40. — Le pôle sur F de toute fonction minimale
admettant un pôle unique dans il est un point accessible.
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Soit ze= [\, pôle unique de la fonction minimale K^e Ai).
Soit c^ une boule ouverte de centre z et rayon < 1 (avec la
métrique de Q) ; d'après la propriété 5° du n° 36, Q n [ o-i est
effilé au point x, donc il existe un domaine composant 0)1
de l'ouvert o-, n Q tel que Q—0)1 soit effilé en x (coroiï. 2 du th. 5),
et z est adhérent à (Or Soit 0-2 une boule ouverte de centre z

^
et rayon <y; pour l'ouvert ^ n c^, dont le complémentaire

dans Q est effilé au point x, il existe encore un domaine compo-
sant 0)3 tel que (2—(jOa soit effilé en x, et z est adhérent à c^.
On forme ainsi une suite décroissante de domaines o^ c Q, de

2
diamètre ^—/admettant z pour point-frontière et tel que

Qo^=== | z^ , d'où l'accessibilité de ce point.
n

COROLLAIRE. — Pour l'espace iî, moyennant €L^ l'ensemble
des points-frontière inaccessibles est h-négligeable.

Car tout point, inaccessible appartient nécessairement à
^—r\? qui est A-négligeable dès que la condition (^ est
satisfaite (coroll. du th. 33).

4. — « Action a distance » et filtres complètement /i-réguliers.

44. — Nous abordons ici l'étude d'un phénomène « d'action
à distance » dans le problème de Dirichlet, mis en évidence
par R. S. Martin [33] et M. Brelot [6]. Sans prétendre élucider
complètement la question, nous donnerons quelques résultats
assez généraux.

Soit l'espace de Green Q partout dense dans un espace
compact métrisable Q, et de frontière F = Q — Q ; fixons h
harmonique > 0 dans Q.

Si un filtre Sf sur û, convergeant vers un point-frontière Zo,
est h-régulier, on sait que pour toute fonction f bornée supé-
rieurement sur F,

lim sup - 3)̂  A < Hm sup de f en Zo.
9 Al '

Mais cette inégalité peut ne plus avoir lieu si f n'est bornée
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supérieurement qu'au voisinage de ZQ, car les valeurs de f
hors d'un tel voisinage peuvent aussi influer sur l'allure en ZQ

3)de -^-k- C'est cette « action à distance » que mettent en relief

les exemples de M. Brelot et R. S. Martin, donnés dans le cas
h = 1 pour un domaine de R^ et sa frontière euclidienne.
Ces exemples montrent même que f A-résolutive sur F peut
être bornée au voisinage d'un point-frontière ZQ sans qu'il

3)en soit nécessairement de même pour —^-h-

On est ainsi conduit aux notions suivantes :

45. Filtres A-indépendants et filtres complètement A-réguliers (31).

DÉFINITION 4. — Un filtre 9 sur Q convergeant vers un
point-frontière ZQ est dit complètement h-régulier si pour toute
fonction f sur F, bornée supérieurement dans un voisinage
de ZQ et telle que 2)y ^ -< -|- oo, on a

1lim sup . 3)^ h <^ lim sup de f en ZQ.
et h '

Cela entraîne évidemment la A-régularité du filtre ^, et
dans l'hypothèse dl^, équivaut à ce que pour toute f A-réso-
lutive, finie et continue au point ZQ,

-̂ a),,,-̂ ).

Un point-frontière ZQ est dit complètement h-régulier s'il en est
ainsi de la trace sur Q du filtre des voisinages de Zo.

En s'inspirant d'un Mémoire de M. Brelot [11] où est étudiée
une certaine notion « d'activité », on introduira également la

DÉFINITION 5. — Un filtre 9 sur Q convergeant vers un
point-frontière ZQ est dit h-indépendant si pour tout voisinage ouvert
î de ZQ. il existe un ensemble E e S tel que ., , ̂ —-VJ— reste borné

A(y)G^,î/o)
pour x et y variant respectivement dans Q n § et E.

Un point-frontière ZQ est dit h-indépendant s'il en est ainsi
de la trace sur Q du filtre des voisinages de ZQ.

(31) Nous changeons la terminologie de [38].
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Renvoyons à [11] pour des exemples divers de l'indépen-
dance : de façon générale, si Q est un domaine de R^ muni
de sa frontière euclidienne, une certaine régularité locale
de cette frontière au voisinage d'un point ZQ entraîne que ZQ est
1-indépendant.

LEMME 10. — Soit S un filtre sur 0, convergeant vers un
point-frontière Zç, et à la fois faiblement h-régulier et h-indépen-
dant. Pour tout potentiel de Green v d'une mesure > 0 dans Q,

qui ne charge pas un voisinage de ZQ, ,"^0.

Soit v(y) == \ G (a;, y)dm{x), où m est une mesure >0
dans Q, hors d'un voisinage ouvert § de z^ et supposons v(yo)
fini. Selon une idée de M. Brelot, on peut choisir un compact

A ^

et c Q n 8 de façon que —— i G(x, y) dm (x), qui est majoré
v. ^(î/^û-a

par K / G(a:, yo)dm{x) (K==C t e >0) sur un ensemble
^9-<x

E e 3^ soit, sur cet ensemble, moindre qu'un £ > 0 arbitraire-
ment petit. La restriction de m au compact a donne alors
un potentiel de Green dont le quotient par h tend vers 0

p
selon ^ comme ~70? d'où le lemme.

h

LEMME 11. — Si un filtre 9 sur Q, convergeant vers un
point-frontière ZQ, est faiblement h-régulier et h-indépendant,
toute fonction harmonique u > 0 dans Q, associée à 0 au voisi-
nage de ZQ et satisfaisant à l'axiome Oy (32) relatif à û, jouit

de la propriété que -. - -^- 0.
h w

(s2) Sans supposer <5tu» on peut voir que lim sup — <i -j- oo (ce qui n'entraîne
u \ ^ h

pas nécessairement — -^- 0 ). Car si u est invariante par extrémisation sur 5 n û,
h vr /

S voisinage de Zy, la mesure canonique associée à u ne charge que l'ensemble des
points de non effilement de Q 0 f8, qui sont limites, au sens de la topologie de Martin
de points de Q n f8, de sorte que^dans la représentation intégrale

»(y)^ rK(x, y)^
*(y) J h(y)

les —Sî'-y' sont uniformément bornées sur un ensemble E e 9, et —'"'' est borné
h(y) h(y)

dans E.
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II existe en effet, d'après le lemme 9, un potentiel de Green
égal à u dans un voisinage de Zo et dont la mesure > 0 associée

ne charge pas un voisinage de Zo, d'où la propriété — -^ 0.
h w

Conséquence. — Si h est associée à 0 au voisinage d'un point-
frontière ZQ et vérifie €i^ il n'existe aucun filtre convergeant
vers 2o, qui soit à la fois faiblement A-régulier et A-indépen-
dant.

THÉORÈME 41. — Sous la condition cx^, tout filtre 9 sur Qy
convergeant vers un point-frontière Zy, et à la fois faiblement
h-régulier et h-indépendant, est fortement et complètement h'régu-
lier.

Montrons d'abord que pour tout voisinage ouvert S de z y

—H^^-^O, ce qui équivaut à la A-régularité forte de 9.h * w

Considérons l'extrémale ê^00, égale à Hjp0 dans S n Q, et
nécessairement distincte de h. Elle vaut dans Q la somme
d'un potentiel de Green v dont la mesure > 0 associée ne

charge pas S, donc tel que — -^ 0, et d'une fonction har-

monique Ai ̂  0 qui, si elle est non nulle, est associée à 0 au
voisinage de ZQ et satisfait à l'axiome (îl^ relatif à il (parce que

A, << A), de sorte que — -^0. Il en résulte bien que — ïî^^-^O.
A w h * tf

Pour voir que ^ est complètement A-régulier, on remarque
que toute fonction f A-résolutive, finie continue au point Zo,
est la somme d'une fonction /*i A-résolutive bornée, égale à f
dans un voisinage S de Zo, et d'une fonction f^ A-résolutive
nulle sur §, de telle sorte que 3)y^ = 3)̂  ^ + ®A,A; et comme la
A-régularité forte de 9 entraîne

^^^f^)==f(z,),

il suffit de montrer que

1
,^T°-
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On se ramène au cas de /g ̂  0; alors, si 3)̂  ̂  est non nulle,
elle est harmonique > 0, associée à 0 au voisinage de Zo, et
vérifie l'axiome €L(^ ^ (33) relatif à Q, d'où la propriété cherchée
grâce au lemme 11.

Cas particulier. — S oit Zo un point-frontière à la fois faile-
ment h-régulier et h-indépendant et supposons la condition €L^
satisfaite. Alors (sans la condition du), toute fonction harmo-
nique u > 0 associée à 0 au voisinage de ZQ jouit de la propriété

que — tend vers 0 au point z^
h

Car — étant alors bornée dans un voisinage de Zo, il existe
h

un voisinage ouvert §o ^e ^o tel que dans §o n Q on ait
u == H^û < /cH^û, (fr = Cte > 0).* *

On voit de même que pour tout voisinage ouvert S de ZQ,
il existe un voisinage ouvert §o de Zo, avec §o c à, tel que l'on
ait

G(^?-y)</cH^Û(y), ( /c=Cte>0)
^W î/o}

quels que soient x e Q n | à et i/ e S de sorte que ,, v > y;—-1 h{y)G{x, y,)
tend vers 0 quand y e= Q tend vers Zo? uniformément en x e Q n | S.

46. Exemple.
Pour l'espace Q, l'ensemble des points-frontière non complè-

tement A-réguliers n'est pas en général A-négligeable, même
si dh est satisfaite, comme le montre l'exemple suivant dû
à G. Choquet :

On considère dans le plan le domaine rectangulaire ayant
pour sommets les points

a(0, 0), &(2, 0), c(0, 1), d{2, 1),
(s3) Si (ft/» est satisfaite, toute solution 3)̂  /» > 0 correspondant à y ^> 0 ^-réso-

lutive sur F vérifie Cl'3).. . pour Q, comme limite d'une suite croissante de fonctions
harmoniques > 0 dont chacune est majorée par une fonction K/i (K == C*^ > 0),
et parce que l'axiome fondamental se conserve par passage à la limite sur une suite
croissante de fonctions harmoniques > 0.
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et les rectangles

D 4 o < Ç < 2 , l — A < y ) < l — — 1 n>l î ,
( n n+ 1 \

dont la réunion forme un ouvert co. Soit f la fonction égale
à 0 partout sauf sur chaque segment

(S=0
î.t-l<,<l-1-, t'»1)

[ n n+ 1

où on la prend égale à une constante > 0 choisie de façon que
H01* (ou 3)^) soit > n sur le segment fermé

-'-<s<—n n + 1
__, 1 / 1 . 1 \

ïl-l-y^n"+n+l/

Introduisant ensuite le rectangle D de sommets les points

a(0, 0), V (3, 0), c'(o, 3) . d'(^ -J-V
\ L / \ zt 1

on considère l'ouvert (D—œ) u co, et on le rend connexe en
l'augmentant de petits segments ouverts a^, chacun d'eux
porté par le côté d'abscisse 2 du rectangle D^. Si a^ est assez
petit, f est résolutive pour le domaine obtenu L\ et H°
(ou 3)9i), qui majore H1?" dans chaque Dn, est non bornée au
voisinage de tout point du côté cd, ce qui fournit l'exemple
cherché puisque cet ensemble est de mesure harmonique > 0
relativement à Q.

On va donc chercher à satisfaire à la condition A^ de l'an-
cienne axiomatique (n° 9) avec des filtres convenables complè-
tement A-réguliers, au lieu des traces sur Q des filtres des
voisinages des points complètement A-réguliers.

47. Une famille remarquable de filtres complètement A-régu-
liers dans il.

THÉORÈME 42. — L!hypothèse €L^ relative à Î.Î entraîne
l'existence dans û d'une famille de filtres complètement h'régu-
liers vérifiant les conditions A.^ et B^ de la première axiomatique
élargie [n° 9).
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Ce sera la conclusion de l'étude qui va suivre.
Reprenons le filtre 3^ (n° 27) formé par les ensembles E c il

tels que l'extrémale de h relative à E soit un potentiel de Green,
condition qui équivaut (coroll. du th. 20) à ce que les points
de non effilement de Q — E forment, sur la frontière de Martin,
un ensemble A-négligeable.

On sait (n° 27) que 3^ est plus fin que le filtre G/» engendré
p

par les ensembles de û où -,^<^ s(£ > 0 variable), et que
h

pour tout potentiel de Green v d'une mesure > 0 dans Q,

—-^0; et pour une fonction ç définie dans Q, la condition
h wh

y - ^ O équivaut à ce que y admette, aux points de A, une
pseudo-limite nulle saut sur un ensemble A-négligeable (n° 31).

Ajoutons que si E e 9^ les points d'efïîlement de E situés
sur la frontière de Martin forment un ensemble A-négligeable,
de sorte que h est invariante par extrémisation relative à
Q — E (th. 20). Alors :

THÉORÈME 43. — Si la condition cl^ relative à iî est satis-
faite, Vadhérence de Sh dans il est identique à Vensemble des
points-frontière au voisinage desquels h n^est pas associée à 0
{support compact de la h-mesure harmonique sur F).

Le lemme 9 montre d'abord que tout point z e F au
voisinage duquel h est associée à 0 n'est pas adhérent à 5^

Réciproquement, soit z e F non adhérent à 3 ,̂ et soit S un
voisinage ouvert de z disjoint d'un ensemble E e 3 .̂ La fonc-
tion h est invariante par extrémisation relativement à il—E,
donc aussi relativement à o n Q contenu, ce qui signifie que h
est associée à 0 au voisinage de z.

Les filtres 3 .̂ — Dans toute la suite, nous supposerons
l'axiome cl/, vérifié.

A chaque point z e F au voisinage duquel h n'est pas associée
à 0, on peut alors faire correspondre un filtre, noté 3^ ^ (et
brièvement 3^), défini comme la borne supérieure, dans
l'ensemble des filtres sur [2, du filtre ̂  et de la trace sur û du
filtre des voisinages de z dans 0. Plus fin que ^ et conver-
geant vers z, 5^ ; est formé des ensembles a n E, où a est un
voisinage de z, et E un élément de 3\.
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L'intérêt de ces filtres vient de ce que, tout 3^ étant plus
fin que 3 ,̂ ~r~^^ pour tout potentiel de Green v d'une mesure

> 0 dans 0. On en déduit le

THÉORÈME 44. — Soit, sous Vhypothèse €i^ u^ filtre 3^
(convergeant vers le point-frontière z). Si u harmonique > 0

dans Q est associée à 0 au voisinage de z, — tend vers 0 selon 3^ ^
h

Si l'axiome <^a relatif à il est vérifié, le lemme 9 montre
qu'il existe un potentiel de Green égal à u dans un voisinage

de z, d'où la propriété — ^7^ 0.
h ̂

On passe au cas de u quelconque en la décomposant en
la somme de réduites relatives à Û selon

u = u^ + u^_^,

(A, partie de A définie n° 37) et en reprenant le raisonnement
du théorème 36 (extension). Si u^ est > 0, elle est associée
à 0 au voisinage de z (parce que u^ ̂  u), et satisfait à la condi-

tion â ^ . relative à Û (th. 33), donc ^^-^O.* h ^h^
Puis €i^ sous la forme équivalente du théorème 33, entraîne

que inf( i^__Ap À) est un potentiel de Green, de sorte que ^.^

admet, aux points de A, une pseudo-limite nulle sauf sur un

ensemble A-négligeable (th. 24). Il en résulte que —---At tend
h

vers 0 selon 3^? donc à fortiori selon 3^ ̂  plus fin que 3 .̂

COROLLAIRE. — Tout filtre 3^ est fortement et complète-
ment h-régulier,

Soit z e F où converge un filtre 3^ ^ Pour tout voisinage
gg n Q

ouvert à de z, h -g^O, car ë^00 est la somme d'un potentielh ^h,s
de Green et d'une fonction harmonique ^> 0 associée à 0 au
voisinage de z, d'où la A-régularité forte de 3^ ̂ . La À-régu-
larité complète se démontre comme pour le théorème 41.

Ainsi la condition B^ est satisfaite, et A^ va résulter du
théorème suivant :
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THÉORÈME 45. — 5i dans l'hypothèse d^ u sousharmonique
dans Q satisfait aux conditions : — bornée supérieurement et

h
lim sup — ̂  0 pour tout filtre 5 ,̂ alors u est <; 0.
^ h

Soit A l'adhérence de 3^ dans û. D'après l'hypothèse et la
compacité de A, il existe, pour tout £ > 0, un recouvrement
ouvert fini (a,) de A et un nombre fini d'ensembles E, e 3^ tels
que l'on ait — ^ £ sur o^ n E((I <^ i<^ M). Comme les points

n
d'effilement de chaque E( forment un ensemble A-négligeable, il
existe sur la frontière de Martin un ensemble e^ A-négligeable tel
que tout point de A — CQ soit finement adhérent à tous les E(.

Considérons alors l'image réciproque Ai === ^"^(A) (v. n° 37),
dont le complémentaire A — Ai est h-négligeable comme
F—A (n° 38 lemme 8). Soit xe Ai n e^\ le pôle unique de Ky
sur F (ou image de x par 0) est un point de A dont un certain a,
est voisinage ; cela implique que Q n o^ soit effilé en x (propriété
5° du n° 36), donc que a^ n E^ soit, comme E^, non effilé en
ce point. On voit ainsi que, pour tout x e A, n \ e^ il existe un
ensemble non effilé en x sur lequel -, ^ £ ; le complémen-

taire sur A de A, n [ CQ étant A-négligeable, on en conclut,

par le théorème 22, ,-<,£ en tout point de Q, puis, £ pouvant

être choisi arbitrairement petit, u ̂  0.
EXTENSION. — Le résultat subsiste si l'on excepte des filtres

5^ dont les points de convergence sur F forment un ensemble e
faiblement h-négligeable relativement à Q.

On adapte le raisonnement qui précède, en considérant ici
un recouvrement dénombrable de A — e, et en remplaçant
l'ensemble A^ par l'ensemble A^—^^^^(A—e), oùe^=(î)~l(e)
est faiblement A-négligeable relativement à il (lemme 8).

COROLLAIRE. — Dans Vhypothèse a/,, pour toute fonction f
réelle sur F, 3)^ ^ est encore l9 enveloppe supérieure des fonctions u
dans û qui sont sousharmoniques ou — ce et satisfont chacune

aux conditions : — bornée supérieurement et lim sup ,- <; f(z)
n ^'h^ n

pour tout point z où converge un filtre ^,2'
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