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SUR LA THÉORIE GÉNÉRALE DES SYSTÈMES DYNAMIQUES
par G. REEB (1).

INTRODUCTION

1. La théorie générale des systèmes dynamiques.

G. D. BIRKHOFF [1] a défini un système dynamique (S. D.)
comme le couple (V^, E) d'une variété V^ à n dimensions (indéfi-
niment différentiable) et d'un champ de vecteurs E (également
indéfiniment différentiable) sur V^. Ce même auteur, précisant
des idées de H. POINCARÉ, a jeté les bases d'une théorie topo-
logique des trajectoires d'un S. D. La théorie générale des
systèmes dynamiques concerne le chapitre, maintenant clas-
sique, de ces études qui gravite autour des notions familières
suivantes : ensemble invariant, points limites, récurrence,
ensemble minimal, stabilité au sens de Poisson, ensemble indé-
composable, mouvement errant, mouvement central, incompres-
sibilité, transivité etc... G. D. BIRKHOFF reconnut la possibilité
d'élargir considérablement la notion de S. D. tout en conservant
la grande majorité des énoncés intéressants. Cette extension
met en évidence le groupe de transformations topologiques
de V^ en V^ défini par le flot associé à (V^, E), du moins si V^
est compact. De nombreux auteurs et écoles ont approfondi
et élargi les conceptions de G. D. BIRKHOFF; la théorie des
« systèmes dynamiques généraux » [5, 7, 8] en est issue; cette
théorie utilise abondamment la théorie des groupes de trans-
formations topologiques.

(1) Cet article a été préparé lors d'un séjour à l'Institute for Advanced
Study, Princeton.
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Cependant la notion de famille régulière de chemins de
H. WHITNEY [10] et la notion de variété feuilletée [9] méritent
également d'être considérées comme des généralisations de la
notion de S. D. Or les chemins ou feuilles d'une telle structure
ne sont pas forcément les trajectoires d'un groupe de transfor-
mations topologiques. D'où l'utilité d'une autre généralisation
de la notion de S. D. qui engloberait les familles régulières de
chemins et les structures feuilletées, et qui ferait jouer un
rôle important à la relation d'équivalence p dont les classes
sont les trajectoires du système.

2. Objet du présent article.

L'objet de notre article est précisément l'étude d'une géné-
ralisation des S. D. qui :

(i) appartienne au cadre de la topologie générale et
(ii) soit une structure locale [3, 4].
On remarquera que la notion de « système dynamique

général » rappelée plus haut, n'est pas une structure locale
alors que la structure de S. D. est locale. L'utilité de la condition
(ii) est soulignée par la remarque suivante : les définitions
classiques des « systèmes dynamiques généraux » font inter-
venir d'emblée un ou plusieurs modèles globaux pour les
trajectoires, alors qu'il semble plus naturel de reconstruire
ces trajectoires à partir de données locales [9].

Il est assez curieux que la seule donnée d'une relation d'équi-
valence p sur un espace topologique E (structure [E, p])
permet de définir un grand nombre de notions de la théorie
classique : trajectoire, ensemble invariant, ensemble minimal,
ensemble indécomposable, mouvements centraux, trajectoires
propres et impropres, (cette dernière notion est voisine de la
notion de stabilité au sens de Poisson) et permet également de
démontrer quelques propriétés très élémentaires. Si de plus la
relation d'équivalence p est ouverte (structures (E, p)) les
énoncés prolifèrent : dans ce cadre très général on peut démon-
trer un résultat classique assez important relatif aux relations
entre ensembles indécomposables et trajectoires impropres [6a].
A cet effet nous avons consacré le premier chapitre à ces struc-
tures (E, p).



SUR LA THÉORIE GÉNÉRALE DES SYSTEMES DYNAMIQUES 91

Cependant la notion de structure (E, p) est trop générale à
certains égards. En effet des notions telles que la récurrence
(définie à partir de considérations métriques), la stabilité
complète au sens de Poisson, ne peuvent pas être énoncées dans
ce cadre; de même on n'a pas la notion d'une structure topolo-
gique interne de la trajectoire, distincte éventuellement de la
topologie induite par l'espace ambiant; enfin une telle struc-
ture n'est pas locale. Dans le chapitre 2. on définit la notion de
S. D. G. qui particularise les structures (E, p) et qui possède
les propriétés que nous venons de mentionner. Cette notion est
d'ailleurs assez exactement calquée sur la notion, moins géné-
rale, de variété feuilletée [4, 9]. Il est d'ailleurs possible d'étendre
aux S. D. G. les théorèmes de stabilité [9] valables pour les
variétés feuilletées; mais ceci dépasse notre but actuel.

On verra que le chapitre 2. reproduit un assez grand nombre
de résultats familiers : Propriété du recollement des morceaux
(2. 1. proposition 3.), relations entre la topologie interne des
trajectoires et la topologie de l'espace de définition (2. 2. propo-
sitions 4. 5. 6. 7. et lemme 1.) et (2. 3. propositions l. 2.),
équivalence de deux définitions de la récurrence (2. 4. proposi-
tion 1.) et de la stabilité au sens de Poisson (2. 4. proposition 2.),
équivalence entre la notion de trajectoire propre et de trajectoire
complètement propre dans les espaces compacts (2. 3. proposi-
tion 3.), propriétés de l'ensemble limite d'une trajectoire selon
un « bout » (2. 5. propositions 1. 2. 3.), équivalence entre la
notion de trajectoire errante et de trajectoire complètement instable
(2. 6. proposition 2.).

Il est assez aisé de construire des exemples de S. D. G. qui
présentent certaines particularités, alors que ces mêmes pro-
priétés sont difficiles à mettre en évidence sur des structures
plus précises. Par divers exemples on peut donc montrer les
limites de certains modes de raisonnement et mettre en évi-
dence le rôle de la droite numérique (ou d'un groupe de trans-
formations) dans certains résultats classiques. Ces divers
exemples sont réunis au chapitre 3.

Il est à peine utile d'ajouter que ce travail ne contient
aucune démonstration vraiment neuve; les raisonnements sont
faits à l'image des raisonnements classiques de Birkhoff et de
ses successeurs. Il a paru inutile de multiplier les références à
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ce sujet. Notre seul effort a porté sur cette tentative de généra'
lisation : dégager de l'ensemble des résultats acquis dans la
théorie générale des systèmes dynamiques, ceux qui relèvent
uniquement de la topologie générale.

3. Bibliographie.

On trouvera à la fin de cet article une bibliographie très
sommaire mais qui permet, grâce aux références de [2, 5, 7, 8]
et aux commentaires de [7], de remonter aux diverses sources.

1. SUR LES RELATIONS ^ÉQUIVALENCE OUVERTES

1 . 1 . Relations d'équivalence (systèmes [E, p]).

DÉFINITION 1. — Le symbole [E, p] désigne le couple Sun
espace topologique E et d'une relation d'équivalence p sur E.

Il paraît inutile de donner un nom aux structures [E, p] et
autres structures introduites dans ce premier chapitre. En nous
laissant guider par les théories classiques rappelées dans 14n-
troduction, il est naturel de poser les définitions suivantes :

DÉFINITION 2. — Une trajectoire de [E, p] est une classe
d'équivalence de p dans E. (Une trajectoire y de E sera munie
de la topologie induite.)

DÉFINITION 3. — Un point x de la trajectoire y de [E, p] est
appelé un point propre ou impropre selon que x est un point inté-
rieur ou un point frontière de y relativement à l'adhérence y de y.

DÉFINITION 4. — Une trajectoire y de [E, p] est dite propre
si tous ses points sont propres; elle est dite impropre si elle
contient au moins un point impropre. Enfin si tous les points
de y sont impropres, la trajectoire est complètement impropre.

DÉFINITION 5. — Un ensemble A c E est appelé un ensemble
invariant de [E, p] si : fi) A ^=f=- ^ et (ii) A est saturé pour la
relation d'équivalence p.

DÉFINITION 6. — Un ensemble minimal de [E, p] est un
ensemble A c E vérifiant les propriétés suivantes : (i) A est fermé
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(ii) A est invariant et (iii) la proposition: « B c A et B est un
ensemble fermé et invariant » implique : « B = A ».

DÉFINITION 7. — Un ensemble indécomposable de [E, p] est
un ensemble A c E, vérifiant les propriétés suivantes: (i) A est
fermé, (ii) A est invariant, (iii) la proposition « B et C sont deux
ensembles fermés et invariants de [E, p] et B u C == A » implique
« B = A ou C == A ».

DÉFINITION 8. — Une trajectoire y de [E, p] est dite localement
partout dense s'il existe un ouvert invariant de [E, p] dans
lequel y est partout dense.

DÉFINITION 9. — Un ouvert invariant 0 de [E, p] est dit
instable, si (i) l'espace quotient 0/p(0) est un espace topologique
localement séparé et (ii) 0 ne contient aucune trajectoire compacte.
Une trajectoire y de [E, p] est dite complètement instable si -y est
contenue dans un ouvert invariant instable.

Il est inutile d'espérer, sans nouvelles hypothèses sur p,
des propriétés intéressantes. Cependant les propositions sui-
vantes apparaissent.

PROPOSITION 1. — Un ensemble minimal est également un
ensemble indécomposable.

PROPOSITION 2. — Si A est un ensemble invariant et compact
de [E, p] alors A contient un ensemble minimal.

En effet la famille ^ des sous-ensembles F de A qui sont (i)
fermés et (ii) invariants, est ordonnée par la relation d'inclu-
sion; cet ensemble ordonné est inductif; un élément minimal
de ^ est précisément un ensemble minimal.

PROPOSITION 3. — Une trajectoire y de [E, p] localement par'
tout dense est impropre sauf si y est un ouvert de E.

PROPOSITION 4. — 5i l'espace E est compact, le complémen-
taire W (E), dans E, de la réunion de toutes les trajectoires complè-
tement instables est un ensemble invariant compact.

En effet il suffit de montrer que W(E) n'est pas vide. Mais
siW(E) == ^ l'espace quotient E/p est un espace séparé; donc
les trajectoires de E seraient fermées (et par conséquent
compactes), d'où une contradiction.
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DÉFINITION 10. — Si A est un ensemble invariant de [E, p]
et si p7 est la restriction de p à A, on dira que [A, p'] est la struc-
ture induite par [E, p] dans A. On écrira indifféremment [A, p]
ou [A, p^.

DÉFINITION li. — On désigne par W (E) le complémentaire^
dans E, de la réunion de toutes les trajectoires complètement
instables de [E, p]. Si Wa(E)=7^ pour un ordinal a donnée on
po^Wa-(E)==W(Wa(E)) où Nestlé suivant de (x.^^E)==^f(E)
et Wp(E)==W Q W^(E), 51 Wa(E)^ pour a < (î.

a<p

PROPOSITION 5. — 5oit un système [E, p], où E e5< compact.
La définition 11. définit Wa(E) pour tout ordinal a et Wa(E) =/=^.
77 erci5(e 1^1 ordinal p <eZ çue: Wa(E) == Wp(E) pour (3 > a.
On pose Wp(E) == W.

DÉFINITION 12. — Uensemble invariant compact W défini
dans la proposition 5. est appelé le noyau (ou le centre) de [E, p].

On peut également définir le noyau de [E, p] même si E n'est
pas compact. Le noyau peut, dans ce cas, être vide.

PROPOSITION 6. — 5i E est compacta le noyau de [E, p]
contient les ensembles minimaux de [E, p].

DÉFINITION 13. — Un ensemble indécomposable A Sun
système [E, p] est dit spéciale si A n^est pas minimal et s^il existe
une trajectoire y qui est un ouvert de A (Cette trajectoire est donc
propre).

PROPOSITION 7. — 5i E est compacta le noyau de [E, p]
contient les ensembles indécomposables A de E qui ne sont pas
spéciaux.

En effet soit A un ensemble indécomposable non spécial, et
soit 0 un ouvert invariant instable de A. Le quotient 0/p(0)
est séparé et contient au moins deux points (sinon A serait
spécial). On peut trouver dans 0/p(0) deux ouverts disjoints
et non vides, dont les images inverses dans 0 sont donc deux
ouverts 0 et 0' disjoints. Les complémentaires de 0 et O7 dans
A formeraient une décomposition de A. D^où une contradic-
tion, qui établit la proposition 7. On remarquera que le même
raisonnement prouve :
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PROPOSITION 8. — Si A. est un ensemble indécomposable
spécial, il n'existe qu'une trajectoire y qui soit un ouvert de A.
Cette trajectoire sera appelée la trajectoire spéciale de A.

Dans le prochain paragraphe on supposera que la relation
d'équivalence p est ouverte. Ceci permettra de démontrer
quelques propriétés plus intéressantes.

1. 2. Relations d'équivalence ouvertes; (systèmes (E, p)).

DÉFINITION 1. — Le symbole (E, p) désigne un couple [E, p]
où p est une relation Séquivalence ouverte.

Les trois propositions suivantes sont évidentes :

PROPOSITION 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour
que dans (E, p) la relation d'équivalence p soit ouverte est:
l'adhérence A de l'ensemble invariant A est également un ensemble
invariant.

PROPOSITION 2. — Dans un système (E, p) la frontière d'un
ensemble invariant est un ensemble invariant ou un ensemble
vide.

PROPOSITION 3. — 5i A est \un ensemble invariant de (E. p),
la structure induite [A, p] est une structure (A, p) (cf. 1. 1.
définition 10).

Il en résulte :

PROPOSITION 4. — Une trajectoire impropre (cf. 1. 1. défini-
tion 4.) d'un système (E, p) est complètement impropre.

On peut préciser maintenant certains résultats du para-
graphe précédent.

PROPOSITION 5. — Soit A un ensemble invariant de (E, p)
dont l'adhérence A, dans E, est compacte; dans ces conditions A
contient un ensemble minimal. En particulier si E est compact,
toute trajectoire y de (E, p) contient un ensemble minimal dans
son adhérence.

PROPOSITION 6. — Si A est un ensemble minimal de (E, p),
toute trajectoire y contenue dans A est partout dense dans A.
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PROPOSITION 7. — Un ensemble invariant minimal et compact
A. de (E, p) qui ne contient pas de trajectoire impropre, se réduit
à une trajectoire compacte.

En effet si A contient une trajectoire compacte y, alors A se
réduit à y. Mais si y est une trajectoire non compacte située
dans A, alors y—y (où y == adhérence de y) n'est pas vide; or
y—y est fermé (puisque y est propre) et invariant; donc A
n'est pas minimal; la proposition 7. en résulte. Les propositions
1. et 7. impliquent:

PROPOSITION 8. — Si A est un ensemble invariant compact
de (E, p) et si toutes les trajectoires situées dans A sont propres,
alors A contient au moins une trajectoire compacte.

PROPOSITION 9. — Soient y et y' deux trajectoires propres
de (E, p). 5i y appartient à V adhérence y' de y' et si y' appartient
à l'adhérence y de y, alors y == y'. {En d'autres termes, pour les
trajectoires propres, la relation « y appartient à V adhérence de y' »
est une relation d'ordre).

En effet soit y ^=- y' ; alors y c y' — y'. Mais y' — y' est fermé
(car y' est propre) ; donc y c y'—y' et par suite y' c y est impos-
sible. En fait ce raisonnement montre plus généralement ;

PROPOSITION 10. — Si y est une trajectoire propre de (E, p) si Y
est une trajectoire contenue dans y et si y' ^=f=- y, la trajectoire y
n'est pas contenue dans l'adhérence de y'.

PROPOSITION 11. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une trajectoire y de (E, p) soit localement partout dense, est
qu'il existe un ouvert, non vide, 0 tel que y n 0 soit partout dense
dans 0.

Cette proposition résulte immédiatement de la proposition 1.

PROPOSITION 12. — Si une trajectoire y de (E, p) contient une
trajectoire y', localement partout dense, dans son adhérence y,
alors y' == y où y est l'adhérence de y'.

En effet, par hypothèse y^y; donc œ c y où co est l'ouvert
dans lequel y est partout dense. Donc y c y', d'où la proposition.

La proposition 12. montre : pour les trajectoires localement
partout denses, la relation « y' c y » est une relation d'équiva-
lence.
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PROPOSITION 13. — Un ensemble indécomposable spécial
(cf. 1. i. définition 13.) de (E, p) se réduit exactement à l'adhé-
rence de la trajectoire spéciale.

PROPOSITION 14. — L'adhérence d'une trajectoire y de (E, p)
est un ensemble indécomposable (cf. 1. 1. définition 7.).

La proposition 14. admet, sous certaines restrictions, une
réciproque :

PROPOSITION 15. — Soit E un espace compact vérifiant le
deuxième axiome de dénombrabilité, dans ces conditions tout
ensemble indécomposable A de (E, p) contient une trajectoire
partout dense [6a],

Soit 0 un ouvert non vide de A; le saturé de 0 est partout
dense dans A : en effet, si 0 n'était pas dense dans A1, il existe-
rait un ouvert invariant 0' de A tel que 0 n 0' === ^ ; les complé-
mentaires de 0 et 0' formeraient une décomposition de A,
contrairement à l'hypothèse « A est indécomposable ». Cette
remarque implique : pour tout recouvrement fini de A par des
ouverts non vides (Q( il existe un ouvert invariant Q^ dont
toutes les trajectoires rencontrent tous les co,. En effet suppo-
sons que l'indice i des (î  décrive l'ensemble (1, 2, ..., n); posons
Q^ === le saturé de co, pour p. Les Q» sont des ouverts de A,
denses dans A. L'intersection des Q; est donc un ouvert Q^
dense dans A, qui vérifie les propriétés annoncées. Soient iwA
et ji^| deux recouvrements ouverts et finis de A. On écrit
|o)^>|^^ si pour tout ^\ il existe un (Oi tel que TC^ c oj,. La
relation < ainsi définie est une relation d'ordre dans l'ensemble ©
des recouvrements ouverts et finis de A. On peut trouver un
sous-ensemble ©/ de @, complètement ordonné par < et
dénombrable, tel que pour tout ouvert (D c A il y ait un aç@'
tel que a) contienne l'un des ouverts de a. Comme les ouverts
Qa^çfê') sont partout denses et comme @' est dénombrable :

F=ria6(A^.
Or les trajectoires de F sont partout denses dans A.C.Q.F.D.

Il ne semble pas possible de démontrer, dans le cadre des
structures (E, p), la réciproque de la proposition 7. de 1. 1., à
savoir : le noyau W de (E, p) se confond exactement avec
l'adhérence de la réunion U des ensembles indécomposables
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non spéciaux. Par ailleurs, à ma connaissance, on n'a pas
d'exemple de système (E, p) qui permette d'infirmer cette
réciproque; mais cette réciproque sera valable pour les struc-
tures de S. D. G. envisagés ci-dessous (cf. 2. 6. proposition 2.).

2. SYSTÈMES DYNAMIQUES GÉNÉRALISÉS (S. D. 0.)

2. 1. Définition d'un système dynamique généralisé.
Structure induite.

DÉFINITION 1. — Soit E un espace topologique dont la famille
des ouverts est 0; soit U = ^0^, içJ^ une famille fondamentale
(indexée par les éléments de Vensemble J) couverts et soit
p : 0; —>- p(0<) une fonction qui à O^çll associe la relation d'équi-
valence p(0i), définie dans O», qui est assujettie aux conditions
suivantes :

(i) p(0,) est une relation d'équivalence ouverte,
(ii) les classes de p(0,) dans 0, sont connexes et localement

connexes;
(iii) Les classes de p(0i) dans 0, sont fermées {relativement

à °^(iiii) si x^Oi n Op où 0,, Ojçll, il existe un voisinage ouvert Va.
de x contenu dans O; n Oj tel que les relations d9 équivalence p(0i, Va.).
et p(0j, Va.) induites par p(0i) et p(O^) dans Va., soient identiques.

La structure définie par le couple (p, U) est appelée une struc-
ture S. D. G. sur E.

REMARQUES 1. — La famille particulière U qui intervient
dans la définition 1. peut sembler jouer un rôle bien arbitraire.
Aussi le premier objectif de notre étude sera d'introduire,
conformément à la théorie générale des structures locales, une
relation d'équivalence entre les structures envisagées dont les
classes méritent d'être nommées : « systèmes dynamiques géné-
ralisés (S. D. G.) ».

2. — Une structure de S. D. G. qui ne vérifie pas (iii) mérite
d'être appelée une structure de S. D. G. avec singularités. On
verra facilement que beaucoup d'énoncés ultérieurs sont
valables pour ces structures.
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3. — On a quelquefois intérêt à remplacer (iii) par la condi-
tion plus forte :

(iii)'. L'espace quotient 0,/p(0,) est localement séparé (c'est-
à-dire que tout point admet un voisinage séparé).

Une structure vérifiant également (iii)' est appelée une
structure de S. D. G. régulière.

4. — On reconnaîtra que beaucoup de propriétés, démontrées
ci-dessous, restent valables si (ii) est remplacé par :

(ii)' les classes de p(0i) dans Oi sont connexes.

5. — En fait on obtient une généralisation intéressante des
S. D. G. en remplacent (ii) par : (ii)^. Si 0^ c Oj les classes de
P(O() sont contenues dans celles de p(0j).

Nous ne développerons pas ici cette généralisation.

LEMME 1. — Oi = Oj implique: p(0») ==p(0j).
Ce lemme résulte de (ii) et (iiii) : en effet (iiii) implique : une

classe a de p(0,) et une classe ? de p(0j) ont en commun une
partie fermée et ouverte de a. Le lemme 1. justifie la défini-
tion suivante :

DÉFINITION 2. — Les classes de P(O() sont appelées les plaques
de Vouvert O». (Ces plaques ne dépendent que de l'ensemble
ouvert 0,, mais elles ne dépendent pas de l'indice i).

DÉFINITION 3. — Soit une structure de S. D. G. (p, U) sur E
et soit ^S(U), U; ̂ J| une famille $ de couples à ('II»), H,) dont
chacun est formé Sun ouvert ^^O et (Kune relation d^équiva"
lence â^) dans °U(. On dit que la famille <t> est compatible
avec (p, ^ si la nouvelle famille î^ formée par la réunion de $
et des couples (p(0), 0), où Oçll, définit un S. D. G. sur E.

PROPOSITION 1. — Soit (p, U) un S. D. G. sur E. Si ^ et <I\
sont deux familles compatibles avec (p, U) alors la famille ^ u <I>i
est également compatible avec (p, U).

La démonstration de la proposition 1. se ramène à une
simple vérification.

La proposition 1. montre: la famille (p, II) peut être pro-
longée, d'une façon unique, en une famille (p', II') qui contient
exactement toutes les familles ^ compatibles avec (p, U).
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DÉFINITION 4. — Soit (p, U) un S. D. G. La famille (p7, UQ
formée de toutes les familles <I> compatibles avec (p, U) e5< appelée
la famille maximale contenant (p, U).

DÉFINITION 5. — Deux structures de S. D. G., soit (p, U)
et (pi, Ui) sur E, 5on( di^5 équivalentes si les familles maximales
associées (cf. définition 4.) sont identiques. La structure définie
par une telle famille maximale est appelée une structure de S. D. G.

Une structure de S. D. G. est donc parfaitement définie par
la donnée d'un S. D. G. (p, U), en prenant la famille maximale
associée à (p, U). On parlera par la suite du S. D. G. défini par
une famille (p, U) même si cette famille n'est pas maximale.

Il convient d'étudier maintenant la notion de structure
induite.

DÉFINITION 6. — Soit (p, U) un S. D. G. sur E, où (p, U) est
une famille maximale. Soit Ui c U et soit pi la restriction de p d Ui.
La famille (pi, Ui) définit sur E' = (J 0 une structure de S. D. G.

oeui
qui est appelé la structure induite par (p, U) dans E'.

Pour que cette définition 6. ait un sens il convient évidem-
ment de vérifier que (pi, Ui) définit un S. D. G.; cette vérifi-
cation est immédiate. De plus il convient de démontrer : la
structure induite dans E' ne dépend que de la structure donnée
sur E et de l'ouvert E7; mais cette structure ne dépend pas du
choix particulier de la sous-famille Ui. A cet effet il suffit de
remarquer : si Ui est la famille de tous les éléments de U conte-
nus dans E' la famille Ui est maximale (à supposer que U
soit maximal).

REMARQUE. — Jusqu'à présent on n'a pas utilisé le fait que
la famille II est une famille fondamentale, c'est-à-dire que tout
ouvert de E est une réunion d'ouverts de U.

On voit que tout ouvert d'un S. D. G. est muni d'une struc-
ture de S. D. G. induite.

PROPOSITION 2. — Soit (p, U) un S. D. G. sur E. Soient A,(içJ)
une famille d'ouverts formant un recouvrement de E et soient
(po Ui)(^J) les S. D. G. induits par (p,U) dans les A,. Soit
enfin (p', IF) un autre S. D. G. sur E. Supposons que (p,, U»)
soient également les structures cfe S. D. G. induites par (p', IF)
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dans les A^. Dans ces conditions les deux structures (p, U) et
(p7, U') sont équivalentes.

La démonstration de cette proposition 2. est évidente.
La proposition 3. ci-dessous, plus précise que la proposition 2.,

montre que les structures (p, U) sont des structures locales.

PROPOSITION 3. — (Recollement des morceaux). Soit A( (içJ)
une famille d'ouverts formant un recouvrement de E, et soient
(pi, Ui) des structures de S. D. G. définis dans les A(. On suppose
que les structures induites par (p,, Ui) et (p^, Uj) dans A, n Aj
soient identiques. Dans ces conditions il existe une structure
de S. D. G. {unique d'après la proposition 2.) sur E, qui induit
dans les A^ les structures (p,, U»).

Ici encore la démonstration se ramène à une simple vérifi-
cation.

On remarquera qu'une structure (E, p) vérifie une propriété
analogue à la proposition 2. mais elle ne vérifie pas la propriété
du recollement des morceaux.

2. 2. Trajectoires cPun S. D. 0.

DÉFINITION 1. — Soit (p, U) un S. D. G. sur E. On désigne
par p la relation d'équivalence la moins fine sur E qui vérifie la
propriété suivante: pour tout O^U, la relation p (0,) est plus
fine que la relation p, induite par p dans 0^.

Pour que cette définition 1. ait un sens, il convient de
montrer : p ne dépend pas de la famille (p, U) particulière qui
définit la structure de S. D. G. envisagée. Ceci résulte de la
définition 1. de 2. i. (iiii). Donc à une structure de S. D. G. est
associée une structure [E, p].

PROPOSITION 1. — La structure [E, p] associée à (p, U) par la
définition i. est une structure (E, p). (En d'autres termes la rela-
tion d'équivalence p est ouverte.)

La proposition 1. résulte du fait que les relations p(0) (Oçll)
sont ouvertes. Pour que deux points x et y soient identifiés
par p il est nécessaire et suffisant de trouver un nombre fini
Oi, ..., 0^ d'ouverts de II et de points x^ == x, x^ ..., x^ = y de
E tels que: x, et x^^ soient identifiés par p(0i). Comme les
relations p(0,) sont ouvertes, le saturé d'un voisinage de x
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par p (0,) est un voisinage de a^i; donc le saturé d'un voisi-
nage de x par p est un voisinage de y. C. Q. F. D.

Les résultats et définitions de 1. peuvent donc être appliqués
aux S. D. G.

PROPOSITION 2. — Les trajectoires Sun S. D. G. sont connexes
et localement connexes.

La proposition 2. résulte de (ii) de 2. 1. définition 1.

PROPOSITION 3. — Soit (p, U) un S. D. G. sur E ; soient 0, O^çU.
U intersection d'une plaque oc. de 0 et S une plaque p de Oi est un
ouvert de a et (î.

La proposition 3. se démontre comme le lemme 1. de 2. 1.
Cette proposition permet d'introduire une nouvelle topologie
sur E : à savoir la topologie dont les ouverts sont les ouverts
des plaques de (p, U) et les réunions de tels ensembles.

DÉFINITION 2. — La topologie initiale de E est notée T. La
topologie engendrée par les ouverts des plaques est notée T,.

PROPOSITION 4. — La topologie T( est plus fine que la topo-
logie T. Uapplication canonique de (E, TJ dans (E, T) est
localement bi-continue.

PROPOSITION 5. — Les trajectoires (Kun S. D. G. sont les compo-
santes connexes de E relativement à la topologie T\.

PROPOSITION 6. — Une condition suffisante pour quune tra-
jectoire y (Kun S. D. G. (p, U) soit propre (cf. 1. 1. définition 4.),
est: les topologies induites par T et T\ dans y sont identiques.

La démonstration ci-dessous utilise pour la première fois 2. 1.
définition 1. (iii). Soit rcçy et soit Oçll tel que x^O'y soit a^ la
plaque de 0 contenant x. Si les topologies induites par T et T,
dans y sont identiques, il existe un voisinage ouvert Yy de x tel
que CK.x soit la seule plaque de 0 contenue dans y, ayant une
intersection non vide avec V^; on peut d'ailleurs supposer que V^
est saturé pour p(0). Comme a^ est fermé dans 0, l'ensemble
W == Va;—a^. est ouvert; d'où résulte qu'aucun point de W
n'appartient à l'adhérence y de y; donc a^. est la seule
plaque de 0 contenue dans y qui rencontre V. D'où la propo-
sition 6.
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Malheureusement la réciproque de la proposition 6. (à
savoir : la condition est également nécessaire) est inexacte.
Cependant nous démontrerons plus loin cette réciproque
moyennant quelques hypothèses supplémentaires (cf. 2. 3.
proposition 3.) La proposition 7. qui suit est évidente dans le
cas particulier où la réciproque de la proposition 6. est valable.
En tout cas l'inexactitude de la réciproque de la proposition 6.
justifie une nouvelle définition.

DÉFINITION 3. — Une trajectoire y Sun S. D. G. est dite
complètement propre si les topologies T et Ti induisent la même
topologie dans y. Une trajectoire y complètement propre et non
compacte est dite instable.

La justification du terme instable résultera de la suite.

PROPOSITION 7. — Soit (p, U) un S. D. G. sur E; une condi-
tion nécessaire et suffisante pour quune trajectoire y de ce S. D. G.
soit complètement propre est : il existe un ouvert Oçll tel que (i)
0 n y =/= ^ et (ii) au moins une plaque de 0 contenue dans 0 n -y
admette un voisinage ouvert qui ne rencontre aucune autre plaque
de 0, contenue dans 0 n y.

Sous une forme plus intuitive, on peut dire : une trajectoire
est complètement propre dans le seul cas où elle est instable
au voisinage de l'un de ses points. On a vu dans la démonstra-
tion de la proposition 6. que la condition était nécessaire. Pour
montrer qu'elle est suffisante, il convient de démontrer d'abord
le lemme suivant :

LEMME 1. — Soit (p, U) un S. D. G. sur E, soit y une trajec-
toire et soit w^ c Oi, ..., OD^ c On une suite finie de plaques des
ouverts 0^, ..., O^çU, vérifiant les conditions suivantes : co, c y,
cog c y, ..., (JL)^ c y. Soient enfin a,,..., a^ des voisinages de co^, ...,
ce". On peut trouver un voisinage de a de o^ tel que pour tout
X^OL, mais x^^ il existe une suite de plaques ( j D i , . . . , c O n des
ouverts Oi, ..., 0^ vérifiant les conditions suivantes:

xç.w[, co;nco^i^=^ (^==1 , • • • , ^—1) ;
(DS n a, ̂ ^, ..., co^ n a^^ et o^^coi, ..., œn=/=c^.

Ce lemme précise la propriété de continuité exprimée par
la proposition 1. On peut démontrer ce lemme par récur-
rence. Le lemme est vrai si n == 1 ; supposons donc démontré
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ce lemme pour n==p—1, et démontrons-le pour p = n. Soit
ztop-i n ^p. Il existe un voisinage V^ de z tel que p(0p_i, V^)
et p(0p, V;) soient identiques (cf. (jiiii) définition 1. de 2. 1.).
On peut choisir a de telle sorte que la suite des plaques
co^, ..., C0p_i associée à X^QL mais a^:(0i vérifie: Q)p_i n V^=^^.
D'autre part si V^ est assez petit cop_^ n V^=^^ implique
(Op_i n a? =7^=0. Il suffit de prendre pour co? la plaque de Op qui
vérifie oûp n (o)p_i n a?) =/=^. D'où le lemme.

Pour montrer que le lemme 1. implique la partie directe de la
proposition 7. appelons P(a, 0) la propriété suivante de la
plaque a de 0 contenue dans la trajectoire y :

tout voisinage de a rencontre d'autres plaques de 0 conte-
nues dans y.

Le lemme 1. montre : si a est une plaque de 0 contenue dans y
ayant la propriété P(a, 0) alors toute plaque ? de O^U, (î c y,
a également la propriété P((î, 0). C. Q. F. D.

La propriété P(a, 0) justifie la définition suivante :

DÉFINITION 4. — Une trajectoire qui n'est pas instable, est
dite stable au sens de Poisson.

PROPOSITION 8. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une trajectoire localement partout dense soit stable au sens de
Poisson, est: cette trajectoire est impropre.

Cette dernière proposition n'est pas utilisée par la suite.
Nous omettrons donc sa démonstration.

2. 3. Sur certains S. D. G. spéciaux.

Dans ce paragraphe on se propose d'examiner certaines
classes de S. D. G. obtenues en faisant des hypothèses restric-
tives sur l'espace de définition E ou en ajoutant d'autres condi-
tions aux conditions (i) ... (iiii) de 2. 1. définition 1.

PROPOSITION 1. — Soit (p, U) un S. D. G. sur E et supposons E
localement compact-, dans ces conditions la topologie T^ est une
topologie d'espace localement compact.

On remarquera que si E est compact, il n'en résulte pas que
TI est une topologie d'espace d'espace compact. On pourrait
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remplacer dans l'énoncé de la proposition 1. localement
compact par quasi-localement compact (cf. la démonstration
de la proposition 3.)

PROPOSITION 2. — Soit (p, U) un S. D. G. sur E et soit E
espace topologique vérifiant le premier [resp. deuxième] axiome
de dénombrabilité. Dans ces conditions les trajectoires de ce
S. D. G. (munies de la topologie T,) vérifient également le premier
[resp. deuxième] axiome de dénombrabilité.

La propriété relative au premier axiome de dénombrabilité
est évidente. Supposons que E vérifie le deuxième axiome de
dénombrabilité ; on peut dans ces conditions supposer la famille
U dénombrable. Il reste à montrer : quelle que soit la trajec-
toire y, les plaques des ouverts de U contenues dans y forment
une famille a,(içl), où 1 est dénombrable. Or si x et y sont deux
points de y on peut trouver une suite finie de plaques ai, ..., a^
parmi les a,, telles que : rcçai, î/ça^ et a, n a^i =^=^, i == 1, ..., r—1.
Donc l'ensemble envisagé est équi-potent à un sous-ensemble
de l'ensemble des suites finies d'éléments de I. Mais ce dernier
ensemble est dénombrable.

PROPOSITION 3. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu^une trajectoire Sun S. D. G. régulier (cf. l. 2 remarque 3.)
défini sur un espace topologique localement compact, vérifiant le
deuxième axiome de dénombrabilité, soit propre est: cette trajec-
toire est complètement propre.

Supposons la structure de S. D. G. définie par (p, U), soit y la
trajectoire étudiée et soit Oçll, tel que 0 n y=/=^. Les plaques
de 0 contenues dans y forment une famille dénombrable %.
Or si y est propre, l'image @ de ^ dans 0/p(0) est un ensemble
quasi localement compact (on dit d'un espace qu'il est quasi-
localement-compact, si tout point de cet espace admet un
voisinage compact ; si E est séparé et quasi localement compact,
il est localement compact. On rappelle également que la struc-
ture d'espace localement compact n'est pas une structure
locale, tandis que la structure d'espace quasi localement
compact est une structure locale [3]). En effet 0/p(0) est
quasi-localement-compact; puisque le S. D. G. est régulier.
Comme y est propre l'adhérence ©de® admet ® comme inté-
rieur (relativement à ®) d'où résulte : ® est quasi-localement-
compact. Si y était complètement impropre ® n'aurait pas de
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points isolés. Or un ensemble quasi-localement-compact,
n'admettant pas de points isolés, n'est pas dénombrable. Ceci
montre que la condition est nécessaire. Or on a déjà vu que la
condition était suffisante.

2. 4. Récurrence et stabilité au sens de Poisson.

Nous nous contenterons d'énoncer la définition d'une trajec-
toire récurrente, dans le cas particulier où l'espace E est
compact. Il est clair que l'on pourrait également définir les
trajectoires récurrentes, même si E n'était pas compact, en
utilisant une structure uniforme sur E.

DÉFINITION 1. — Soit (p, U) un S. D. G. sur F espace compacta.
(On peut donc supposer que la famille II est finie,) Soit A,(i'çl)
un recouvrement ouvert fini quelconque de E. Une trajectoire de
ce S. D. G. est dite récurrente s9 il existe un entier n, dépen-
dant éventuellement du recouvrement A^i'çJ), tel que y c ^ J A,,
A» n Q^(.r)=^=^. Ici Q^(^) désigne l9 ensemble des points de y qui
peuvent être liés à x par une suite de n plaques a,... a^ (où
a, n a^ i ^= ^) prises parmi les plaques des ouverts de la famille U.
On remarquera que la propriété de récurrence ainsi définie, ne
dépend pas du choix particulier de la famille finie U. Une trajec-
toire compacte est visiblement récurrente.

PROPOSITION 1. — Une trajectoire Sun S. D. G. contenue
dans un ensemble minimal compact est récurrente. Réciproque-
ment une trajectoire récurrente définie sur le compact E admet
pour adhérence un ensemble minimal [8].

Démontrons d'abord la première partie. Soit F l'ensemble
minimal. Soit A( un recouvrement ouvert fini de F. Toute
trajectoire y de F est partout dense dans F. Donc à x^F on peut
associer n(x) entier tel que Q_n(x) (cf. définition 1 pour les
notations) rencontre chaque ouvert A,. Soit n^ {x) {x fixe) le
plus petit des entiers n(x). Il résulte de 2. 2 lemme 1. que
n' (x) est semi-continue supérieurement. Cette fonction est
donc bornée sur F, d'où la première partie de la proposition.

Pour établir la réciproque, supposons que l'adhérence y de y
ne soit pas un ensemble minimal. Soit S c y un ensemble fermé
invariant, 2 =7^= y on peut renforcer 2. 2 lemme 1 en le lemme 1,



SUR LA THÉORIE GÉNÉRALE DES SYSTÈMES DYNAMIQUES 107

énoncé ci-dessous, qui montre : pour tout entier n et tout voisi-
nage W de S on peut trouver x^{ n W tel que Qn(^) c W; d'où
une contradiction.

LEMME 1. — Soit (p, U) un 5. D. G. sur E compacta (la famille
U est supposée finie). Soit y une trajectoire. A tout rcçy et à tout
voisinage W de y, on peut associer un voisinage V (rc) de rc, tel que
Qn(î/) c W, pourvu que î/çV(o;).

Il peut être utile de préciser ici que la condition (iii) de la
définition 1. de 2. 1 était inutile à la démonstration de 2. 2
lemme 2. Par contre cette hypothèse joue un rôle essentiel ici.
On remarquera également qu'on peut supposer l'adhérence de
tout ouvert de la famille U contenue dans un ouvert de la
famille complète U qui prolonge U. La démonstration du
lemme est calquée sur la démonstration de 2. 2 lemme 1
compte tenu de la remarque suivante : Soit o^Oçll. Si une
plaque a de 0 assez voisine de x rencontre 0', alors l'adhérence
p de la plaque p de 0 qui contient x rencontre l'adhérence 0'
de0'.

La proposition i donne une équivalence entre une propriété
purement topologique de y (à savoir : y est un ensemble mini-
mal) et une propriété «métrique» La proposition 5 de 1. 2 et la
proposition 3 de 2. 3 permettent une caractérisation quelque
peu analogue des trajectoires stables au sens de Poisson :

PROPOSITION 2. — Soit un S. D. G. sur Vespace compact E,
qui vérifie le deuxième axiome de dénombrabilité. Soit F un
ensemble indécomposable de E. Dans ces conditions il existe au
moins une trajectoire stable au sens de Poisson dans F, partout
dense dans F, à moins que F ne se réduise à Vadhérence (Kune
trajectoire instable. Réciproquement Vadhérence (Kune trajec-
toire y de E est un ensemble indécomposable [6, a],

2. 5. Ensembles limites. Stabilité au sens de Poisson
dans une direction.

Dans ce paragraphe S désignera un S. G. D. (p, U) défini
dans un ouvert E de l'espace localement compact E'. (L'espace
de définition de S est donc plongé dans un espace ambiant
plus grand.) On désignera par S une trajectoire de S.

On rappelle que si A est un espace localement compact, mais
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non compact, on peut définir sur A le filtre d'Alexandroff 8l(A) :
c'est le filtre admettant comme base les complémentaires des
parties compactes de A. Une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un filtre ^ sur A n'admette aucun point adhérent
(sur A) est : ̂  est plus fin que 3t(A). On écrira < au lieu de :
plus fin.

DÉFINITION'1. — Soit % un filtre sur la trajectoire, non
compacte, S de S; ^ <; 3l(S). Un point de E' adhérent à § est
appelé un point limite de S (selon ^). Uensemble des points
limites de S dans E' selon ̂  est noté &(%).

L'ensemble &(%) est visiblement fermé.
L'ensemble des points limites de S coïncide avec &(8l(S)).
PROPOSITION 1. — S(3l(S)) n E est vide ou est un ensemble

invariant.
La proposition 1. est un cas particulier de la proposition 3

ci-dessous. Elle résulte également de la proposition 2.
PROPOSITION 2. — U ensemble des points limites d'une trajec-

toire S de S (S non compact) est l'adhérence S de S si S nest pas
complètement propre (2. 2 définition 3) où S — S si S est complè-
tement propre.

(D'après 2. 3 proposition 3 on peut remplacer dans l'énoncé
de la proposition 2; le terme « complètement propre » par
« propre » du moins si S est régulier.)

En effet soit xtô et x^S ; un filtre ̂  sur S qui converge vers x
(dans E') vérifie %<3l(S); il en résulte: .rrô(3l(S)); d'où
S—S c 8(31(8)). D'autre part, si S est complètement propre,
8(3t(S)) n S ==^, d'après la définition d'une trajectoire complè-
tement propre. Enfin si S n'est pas complètement propre,
Sc&(8t(S)).

Après cette étude sommaire, il convient de reprendre cette
question en détail, en mettant en évidence certains sous-
ensembles remarquables de points limites.

DÉFINITION 2. — Un filtre % sur la trajectoire {non compacte)
S de S est appelé un filtre maximal s9 il vérifie les propriétés
suivantes : (i) ^ <; 8l(S). (ii) ^ admet une base 3S dont tout élément
est un ouvert à frontière compacte. Un filtre maximal de S qui
admet une base formée ^ensembles ouverts et connexes (rela-
tivement à Ti) est appelé un filtre maximal et connexe.
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PROPOSITION 3. — Si ^ est un filtre maximal sur S, alors
&(§) n E est un ensemble invariant fermé ou un ensemble vide.
Si ^ est connexe^ &(^) est également connexe.

La deuxième partie de la proposition 3 est évidente. La
première partie résulte du lemme 1. de 2. 2. Il suffit d'ailleurs
de montrer que §(§) n E est saturé pour p. En effet soit rcç8'(%)
et soit Y.r la trajectoire contenant x (éventuellement y^. = S).
Soit Î/ÇY.T; il existe un nombre fini d'ouverts O/, ..., OnCll et de
plaques o)i, ..., co^ de Oi, ..., Oi contenues dans y.c, telles que:
(i) co,nco^^, i = = l , . . . , n—1 (ii) œ, c - ,̂ i = 1, . . . , n et
rcçcoi, î/çco^. Soit Q un ouvert, dont la frontière Û (relativement
à T,) est compacte, ûç^. On peut choisir des voisinages
ai, ..., a^ (dans T) de œi, ..., œ^ tels que a n î J c c o i , ...,
a, n Q c co^ (grâce à la compacité de Û). Il ne reste plus qu'à
appliquer le lemme, pour établir la proposition 3.

Les filtres maximaux connexes de S j ouïssent d^une propriété
remarquable exprimée par la proposition suivante :

PROPOSITION 4. — Si S est un espace localement compact
{mais non compact} localement connexe et connexe^ tout ultra-
filtre %i sur S plus fin que le filtre d'Alexandroff de S admet un
filtre maximal connexe % moins fin que ^i. _

Soit 31 (S) le filtre d'Alexandroff de S et soit 31 la base de 31
formée par les complémentaires des parties compactes de S.
Pour tout aç3l il existe eç^i tel que e c a (puisque (^4) est
plus fin que 31 (S)). Soit a' la composante connexe de a, sur
laquelle ^ induit un filtre. (Cette composante^' est unique
puisque <^ est un ultra filtre.) Si a décrit 31 l'élément a!
décrit une base de filtre maximal et connexe. D'où la propo-
sition 4.

PROPOSITION 5. — Soit S une trajectoire^ non compacte^ de ï.
5i § décrit l'ensemble des filtres maximaux connexes de S, V en-
semble &(§) décrit l'ensemble limite de S.

DÉFINITION 3. — Une trajectoire S d'un système S est dite
stable au sens de Poisson selon le filtre maximal %, si S c 8(§).
Si S est stable au sens de Poisson selon tout filtre maximal ^ on
dira que S est complètement stable au sens de Poisson.

Les propositions suivantes sont évidentes.
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PROPOSITION 6. — Toute trajectoire S stable au sens de Pois-
son (cf. 2 2. définition 4) est stable au sens de Poisson selon un
certain filtre maximal.

PROPOSITION 7. — Toute trajectoire d'un ensemble minimal
compact est complètement stable au sens de Poisson.

PROPOSITION 8. — Soit S une trajectoire stable au sens de
Poisson selon ^$ S(^) == adhérence S de S.

2. 6. Trajectoires errantes et trajectoires complètement instables.

DÉFINITION 1. — Une trajectoire (non compacte) y d'un S.D. G.
(p, U) est appelée une trajectoire errante [semi-errante], si pour
tout xç.^ et x^OéVi il existe un voisinage W de x, tel que toute
trajectoire qui rencontre W ne contienne qu'une [qu'un nombre
fini] de plaque[s] de 0 ayant une intersection non vide avec W.

Il est clair qu'une trajectoire semi-errante (et a fortiori une
trajectoire errante) est complètement instable (1. 1 défini-
tion 9). On peut également énoncer une réciproque de cette
dernière propriété.

PROPOSITION 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une trajectoire d'un S. D. G. défini sur un espace localement
compact, soit complètement instable, est que cette trajectoire soit
semi-errante.

Il suffit donc de montrer que la condition est suffisante. A
cet effet, soit x un point de la trajectoire complètement ins-
table y, et soit a^Oçtt. Soit y l'application canonique de 0
sur 0/p(0) et TC l'application canonique de 0 sur 0/p; l'appli-
cation S === TC . y"1 est continue. Posons x' == ̂ (x) et n/' == 'K(x). Le
point od1 admet un voisinage compact V(^), puisque la trajec-
toire est supposée complètement instable. D'autre part a?'
admet également un voisinage quasi-compact V (.r'). L'en-
semble ï=S'~i(x) n V(a/) est quasi-compact (car 9 est continue)
et discret (car y est propre). Donc 1 est fini, d'où la proposi-
tion 1.

PROPOSITION 2. — Soit E un espace compact, vérifiant le
deuxième axiome de dénombrabilité et soit (p, U) un S. D. G. sur E.
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Soit 'U V adhérence de la réunion ̂  de toutes les trajectoires stables
au sens de Poisson de E. Dans ces conditions, l'ensemble ouvert
Q = E—^ s'il n'est pas vide, contient des trajectoires errantes
{et par conséquent également des trajectoires complètement
instables).

Avant de démontrer la proposition 2 signalons un corollaire
de cette proposition.

COROLLAIRE. — Les hypothèses et les notations sont celles de la
proposition 2. Dans ces conditions 11 est confondu avec le noyau
de (p, U) (cf. 1. 1 définition 12 et le dernier alinéa de 1. 2).

Pour démontrer la proposition 2 nous pouvons supposer
que E est un espace métrique. On peut supposer que la famille U
est finie. Soit £,, ..., £^ une suite décroissante de nombres
réels > 0 qui converge vers 0. A tout o^Q associons le plus
petit des entiers / vérifiant la propriété suivant : pour tout 0,
tel que a?ç0çll, la boule B}̂  fermée de centre x et de rayon £y
ne rencontre qu'une plaque de 0 contenue danslatrajectoireY.c
issue de x\ désignons cet entier minimal par i{x). L'entier i[x)
est une fonction semi-continue intérieurement de x (ceci
résulte du lemme 1 de 2. 2). Soit E,. le sous-ensemble de Q
défini par i(x) ̂  r. L'ensemble E,. est fermé. Les ensembles
E,., r== 1, 2 ... n, ... forment une suite croissante qui épuise Q.
D'après le théorème de Baire l'un au moins des E^ contient des
points intérieurs. Mais si x est un point intérieur de E,. la
trajectoire issue de x est visiblement une trajectoire errante
d'où la proposition 2.

2. 7. Pseudo-mouvement. Incompressibilité.

DÉFINITION 1. — Soit (p, U) Un S.D.G., soient 0 et Oi deux
ouverts de II. Un pseudo-mouvement élémentaire de'O dans 0^
est une application topologique ç d'un ouvert Q de 0/p(0) sur
un ouvert de Oi/p(0i) vérifiant la condition suivante : les plaques
x c iî et <p(rr) ont une intersection non vide.

DÉFINITION 2. — Soit (p, II) un S. D. G. Soit 2 l'espace
somme des ouverts 0/p(0), Oçll. Un pseudo-mouvement de (p, II)
est une application ^ topologique d'un ouvert A de 2 sur un
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ouvert B de 2 vérifiant la propriété suivante : pour tout rcçA il
existe un voisinage ouvert Wa; de x tel que la restriction de ̂  à Wa;
résulte de la composition Sun nombre fini de pseudo-mouve'
ments élémentaires.

DÉFINITION 3. — On dit que le système (p, U) vérifie Vincom-
pressibilité du domaine s^il n'existe aucun pseudo-mouvement ^
tel que ^(0) c 0 et ^(0) =/= 0 pour un certain ouvert 0 de ï.

La définition 3 est calquée sur la définition classique [6, b].
Il paraît vraisemblable qu'un S. D. G. défini sur un compact
métrique E qui vérifie l'incompressibilité des domaines admette
pour noyau l'espace E tout entier. Cependant, je n'ai pas pu
généraliser la démonstration proposée en [65 b]. Mais il est
facile d'établir cette dernière propriété pour les systèmes
conservatifs définis ci-dessous.

DÉFINITION 4. — On dit que le système (p, U) est conservatif
s9 il existe une mesure (JL sur S {cf. définition 2) invariante par
tous les pseudo-mouvements.

Il est clair qu^un S. D. G. conservatif vérifie l'incompressi-
bilité du domaine. Il est facile de donner des exemples de
structures feuilletées conservatives (cf. 3).

Comme la notion de S. D. G. conservatif fait intervenir des
notions étrangères à la topologie générale, nous n'établirons
pas la propriété des S. D. G. conservatifs indiquée ci-dessus.

3. EXEMPLES

Les familles régulières de courbes définies par Whitney [10]
et les structures de variétés feuilletées sont des structures
de S. D. G. particulières. Les variétés feuilletées sont même
des S. D. G. réguliers (cf. 2. 1 remarque 3). Il convient de
remarquer qu'une famille régulière de courbes comportant
des singularités (courbes réduites à un point) ne vérifie pas la
condition (iii) de 2. 1. définition 1. La proposition 1 de 2. 4
utilise précisément la condition (iii). Or on sait que l'équi-
valence énoncée dans cette proposition est valable pour les
« systèmes dynamiques généraux » [5]. Cette perte de
généralité n'est qu'apparente.
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II est à peine utile d'ajouter que la structure de S. D. G. et
la structure de « systèmes dynamiques généraux » ne sont pas
contenues l'une dans l'autre. Par contre, le champ commun à
ces deux structures est assez vaste.

Une structure de S. D. G. qui généralise la structure de
variété feuilletée (tout en ne s'écartant pas trop de cette
notion) est obtenue en ajoutant aux conditions (i) ... (iiii) de<2. 1
définition 1 la condition suivante.

(v) les classes de p(0) dans 0 sont homéomorphes à des
ouverts de l'espace numérique R^p fixe).

Les trajectoires d'une telle structure sont des variétés numé-
riques à p dimensions.

Nous donnons maintenant quelques exemples de S. D. G.
destinés à mettre en évidence quelques propriétés utiles ou
curieuses (pour d'autres exemples nous renvoyons à [9]).

EXEMPLE 1. — Exemple d'un S. D. G. admettant un ensemble
indécomposable non spécial compact, vérifiant le deuxième axiome
de dénombrabilité, et ne contenant aucune trajectoire complète-
ment stable au sens de Poisson.

(On sait [6a] qu'il n'est pas possible d'indiquer un tel exemple
pour les familles régulières de chemins.) Cet exemple montre
également qu'on ne peut pas améliorer l'énoncé de 2. 4 propo-
sition 2 au point de remplacer « stable au sens de Poisson » par
« complètement stable au sens de Poisson ».

Il serait évidemment intéressant d'indiquer des conditions
simples, qui imposées à un S. D. G. rendent possible ce renfor-
cement de la proposition.

Pour construire l'exemple annoncé, considérons le produit
topologique : T^ X I où T^ est le tore à deux dimensions, rap-
porté aux coordonnées y, 0 (nombres réels mod. 1) et I
l'intervalle [0 1] paramétré par t; 0 <^ ( <^ 1.

Soit E c T^ X I l'ensemble défini par le système de conditions

( == 1 ou ( == 0 ou 9 == 0.

On définit sur E une structure de S. D. G. qui induit dans le
tore ( = 1 le S. D. G. associé à l'équation différentielle

(^=A(9, 0)d9+B(9,0)dO==0;

dans le tore ( == 0 le S. D. G. associé à l'équation différentielle
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df-[-(x.d^ =0, (a constante irrationnelle), et dans Panneau
y == 0 le S. D. G. associé à l'équation dO = 0. On suppose que
toutes les trajectoires, à l'exception d'une seule, de co = 0,
sont propres et non compactes (il est bien connu que cela est
possible). Une trajectoire de ce S. D. G. qui contient une tra-
jectoire non compacte de oj === 0 est stable au sens de Poisson,
mais pas complètement stable au sens de Poisson. Son adhé-
rence ne contient aucune trajectoire, partout dense, complète-
ment stable au sens de Poisson.

Le noyau de ce S. D. G. est E, il n'est pas confondu avec
l'adhérence de l'ensemble des trajectoires complètement
stables au sens de Poisson.

Il est intuitif, mais l'exposé explicite conduit à quelques
difficultés techniques d'exposition, que l'exemple précédent,
convenablement modifié, conduit à une structure de variété
feuilletée présentant les mêmes caractères pathologiques.

EXEMPLE 2. — Exemple d'un 5. D. G. ayant une trajectoire
unique, mais dont les topologies T et Ti sont distinctes. Les tra-
jectoires de ce système sont propres, mais elles ne sont pas
complètement propres (cf. 1. 1 définition 4 et 2. 2 définition 3)

Considérons le tore Tg (rapporté aux coordonnées canoniques
0, ç) l'équation différentielle arfO + p d^ = 0, où a et p sont des
constantes incommensurables. Soit y une trajectoire du S. D. G.
ainsi défini, munie de la topologie induite î. Le S. D. G. induit
sur y a les propriétés annoncées.

EXEMPLE 3. — Exemple d'une structure feuilletée définie sur
une variété compacte connexe, admettant une trajectoire locale-
ment partout dense, mais non partout dense.

A ma connaissance, on n'a pas mis en évidence une structure
feuilletée, dont les feuilles ont une dimension, admettant cette
propriété. L'exemple proposé est défini dans le produit Tg X R?
R droite numérique. On considère la structure feuilletée définie
par : ((( — 1) (a dx + ^ dy) — dt = 0 où a et (3 sont deux cons-
tantes incommensurables si 0 ̂  ( ̂  1 et dt = 0 si ( <^ 0 ou ( >> 1.

EXEMPLE 4. — Une classe de variétés feuilletées qui sont des
S, D. G. conservatifs.

Soit V, une variété (indéfiniment différentiable) et soit Q
une forme différentielle extérieure de degré p (également
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indéfiniment différentiable) sur V^, vérifiant les propriétés
suivantes :

1° diî = 0
2° Q -^ 0 en tout point de V^
3° Q est complètement décomposable (c'est-à-dire que Q est

localement le produit extérieur de p formes de Pfafî :
Q = co, A • • • A ^p

Dans ces conditions le système caractéristique de Q (défini
localement par oji == 0, ..., ce? == 0) définit sur V^ une structure
feuilletée pour la dimension p. La condition 1° implique : le
S. D. G. correspondant est conservatif.
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