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SUR LES VARIÉTÉS ALGÉBROÏDES
par Pierre SAMUEL (Clermont-Ferrand).

Une variété algébroïde est, par définition, associée à un idéal
premier d'un anneau de séries formelles sur un corps ; pour les
définitions détaillées des diverses notions utilisées ici, nous ren-
voyons au mémoire de C. Chevalley [2]. Les problèmes traités ici
sont du type suivant: montrer que, dans certaines conditions, une
variété algébroïde est algébrique, c'est-à-dire que son idéal est
engendré par des polynômes. Un important problème de ce genre a
été récemment résolu par W. L. Chow [3], qui a montré que toute
variété analytique compacte de l'espace projectif complexe est une
variété algébrique. Nous ne traiterons pas ici de questions globales
de ce genre, et nous nous bornerons à des problèmes locaux, ce qui
nous permettra d'opérer de façon purement algébrique sur un corps
de caractéristique quelconque. Pour des raisons de commodité,
nous nous placerons sur un (( domaine universel )) (cf. [8] algébri-*
quement clos et de degré de transcendance infini non dénombrable
sur son corps premier.

§ i. — Variétés algébroïdes à sections algébriques.

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant :

THÉORÈME i . — Soit V une variété algébroïde de dimension d ̂  2
d'un espace E" de dimension n; si, pour tout hyperplan H passant par
l'origine, l'intersection de V et H est algébrique, alors V elle-même est
variété algébrique.

Nous nous ramènerons d'abord au cas où V est une hypersurface,
c'est-à-dire où d=n—i, en remarquant que V est entièrement
déterminée par ses projections sur les sous-espaces vectoriels de
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dimension d-h-1 de E", et que, si toute section hyperplane de V est
algébrique, il en est de même de toute section hyperplane d'une
projection de V. Nous supposerons donc queV est une hypersurface,
c'est-à-dire que son idéal est engendré par une série formelle
F(X,.....X,).

LEMME. — Soient V une hypersurface algébroïde, et % un faisceau
d'hyperplans dont la base n'appartient pas à V ; si, pour tout H l'inter-
section de V et H est algébrique, V est une nappe d'une variété algé-
brique.

Soit, par exemple, X^—<Xg=o l'équation générale du faisceau
^. Prenons pour t un élément du domaine universel qui soit trans-
cendant sur un corps de définition K de l'idéal (F) de V ; ceci est
possible puisque le domaine universel Q est de degré de transcen-
dance noïl dénombrable sur son corps premier ; Alors, par hypo-
thèse, il existe une série formelle inversible G(Xg, ... X^), à coeffi-
cients dans Q, et telle que F(^, Xg, .... X^)G(X^ ... X^) soit
un polynôme en X.^, ..., X^, de degré N par exemple. Comme les
conditions que doivent remplir les coefficients de G pour que
F(<Xg, X^, ..., X^)G soit un polynôme de degré ^N sont linéaires,
il existe une série formelle,inversible G, à coefficients dans K(^) et
répondant à la question. Alors, T étant une indéterminée, on a
l'identité

F(TX,, X, .... X,)G(X,, .... X,) = P(X,. .... X,)
où les coefficients de la série formelle G et du polynôme P sont des
fractions rationnelles en T ; par multiplication membre à membre,
on peut supposer que les coefficients de P sont des polynômes en T.

Développons alors chacun des coefficients de G en série formelle
(à exposants éventuellement négatifs) par rapport à T. Nous allons
montrer par l'absurde que les ordres de celles-ci sont bornés infé-
rieurement. Pour cela posons F =fa ~^~fd + i -•-••- (où/^ est une
forme de degré y en Xp ..., X^ à coefficients dans K), et

G=^+^+...

(où gi est une forme de degré i en X^ ,..., X^ à coefficients dans
K(T)). Soit q un entier tel que ç-t-d> N, et tel qu'un monôme de
degré q ait, dans G, un coefficient d'ordre — m strictement inférieur
aux ordres de ceux de tous les monômes d'ordre <^ q de G, et infé-
rieur à ceux des monômes de degré ç. Nous supposerons, en chan-
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géant les axes s'il le faut, que/^ n'est pas multiple de X,. Du fait
que FG est un polynôme de degré N. on déduit que l'on a

/d(TX,, X,, ..., X,)^(X,, ..., X,)-i-/d^_^ -+-... +/^^=o.

Par multiplication par T" et réduction des coefficients mod. T on
obtient/ri (0,Xg, ..., X^)^(X^, ..., X^)==o, où g^ est la forme
obtenue par réduction mod. T des coefficients de T"1 .̂ Comme, par
hypothèses, on a /d(0, X^, ..., X^)=/=o et g^^é=o, on obtient une
contradiction.

Remarque. — Si le faisceau ^ ne contient aucun hyperplan qui fasse
partie du « cône des tangentes » /d(X<, .... X,,)==o de V (et si on
prend K algébriquement clos) le même raisonnement montre que les
coefficients de G ont des ordres bornés intérieurement pour chaque
valualion du corps de fractions rationnelles K(T).

Par multiplication de G par une puissance convenable de T, on
a alors F(TX,, X, ..., X,)G,(X,, ..., X,, T)=P^. ..., X,, T) où
G^ (resp. PJ est une série formelle (resp. un polynôme) en X^, .... X^,
T à coefficients dans K. Considérons les développements

F(X,, ..., X,)=a,(X,. ..., X,)+X^(X, ...,X,)-h...
G(X,, ..., X,)=^(X, ..., X,.)^T^(X,, ..., X,)+...

Soit m le degré de P^ par rapport à T. On peut supposer, par mul-
tiplication de P^ et de G, par une puissance convenable de X^, que
Vi est multiple de X^ pour o <; i ̂  m. Nous allons montrer par
récurrence qu'il en est est alors ainsi pour tout i. En écrivant que,
pour i > w, le coefficient de T1 dans P, est nul, on a

tv^-h^u,..̂ "1 -H ... -4-^_^Xa-4-u^=o.

On déduit de ceci .que vflo est multiple de X^, donc que i\ est
multiple de X1,. si ^==F(0, Xg, ..., X^) n'est pas multiple de X^.
Or cette dernière condition signifie que F n'est pas dans l'idéal
engendré par X^ et Xg, c'est-à-dire que V ne contient pas la base du
faisceau ^, ce qu'on a supposé. On peut donc écrire

G,=v,(\^ ..., X,)-+-TX^(X,, .... X,)+...
^T-X^X,,..., X,)+....

ce qui, en substituant \ à TXg, montre qu'il existe une série
formelle H(Xp .... X^) à coefficients dans K, et telle que

F(X,. ..., X^)H(X, ...,X,)=P^(X,, .... X, X,/X,).
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D'après l'unique factorisation dans les anneaux de séries formelles,
le dénominateur du second membre se simplifie, et le produit FH
est un polynôme en Xp ..., X^. Ceci démontre le lemme.

Remarques. — i. La condition que V ne contienne pas la base du
faisceau ^ est essentielle, comme le montre l'exemple d'une courbe
plane.

a. Il peut arriver que, dans les conditions du lemme, V soit effecti-
vement une nappe d'une variété algébrique, et non une variété algé-
brique entière. Considérons, par exemple, le conoïde de Plùcker
C(Xi(Xi 4- Xj) — XaX3 = o) ; prenons pour V la nappe de G en 0 qui
contient Xi == X3 == o, et pour S le faisceau Xi — /Xa == o qui a pour
base la génératrice D de G contenue dans l'autre nappe ; pour tout plan
Hç?Ç, H n G se compose de D et d'une conique passant par o dont l'élé-
ment local en o est V n G.

3. Par hypothèse G(Xa, .... X^) = G^Xg, ..., X^, T), considérée comme
série formelle en Xg, ..., X», a un terme constant non nul Fo(T). Nous
avons vu d'autre part que, dans X^G^Xg ;. X», T) tout terme en T* a Xg
en facteurs, et que l'on peut écrire G^Xg, ..., X», T)X^ == H(TX2, Xa, ...»
Xn) ; ainsi le degré d'un monôme est le même dans H et dans XçGi consi-
dérée comme série formelle en Xg, ..., X^. Par conséquent la forme de
plus bas degré de H est X^r(T), où r est une polynôme de degré <^ j,
c'est-à-dire une forme de degré j en les seules variables Xi et Xg.

Nous allons maintenant déduire le th. i du lemme et de la
remarque 3). Soit (F) l'idéal de l'hypersurface algébroïde V. Puisque
V est de dimension ̂  2, l'espace ambiant est de dimension n ̂ 3,
et il existe des faisceaux linéaires dont la base n'est pas sur V. Le
lemme montre alors qu'il existe des polynômes non nuls dans l'idéal
de séries formelles (F), c'est-à-dire que (F) n K[Xp ..., XJ =f=- (o).
Or l'idéal (F) n K.[X^ ,... XJ est premier, et est de dimension supé-
rieure à celle n— i de (F)([/lj). Il est donc de dimension n— i, et
c'est un idéal premier minimal, donc un idéal principal (P), de
K[Xp ,.., XJ. Ainsi toutes les séries formelles H telles que HF soit
un polynôme sont multiple? d'une même série formelle H^. Avec
un choix convenable des axes, la remarque 3) montre qu'il existe
des séries formelles H^, Hg, H g telles que H,F soit un polynôme
pour i=. i, 2, 3, et que les formes de plus bas degrés de H^ (resp.
Hg, Hg) ne dépendent que de Xg et Xg (resp. Xg et X^, \ et Xg).
Comme celles-ci sont multiples de la forme initiale de H^, cette
dernière est nécessairement une constante, ce qui veut dire que F
est associée à un polynôme. CQFD.

Remarques. — Nous n'avons pas utilisé le fait que toutes les sections
hyperplanes de V sont algébriques, mais seulement celles de trois
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faisceaux linéaires convenablement choisis. On peut même réduire ce
nombre à deux pour n ̂  4? en prenant les faisceaux Xi — (Xa == o et
Xa — (X^ == o. En général suffisent des faisceaux linéaires dont les bases
n'appartiennent pas à Vêt engendrent tout l'espace.

Pour terminer ce §, nous allons étudier le problème suivant:
étant donnée une hypersurface algébroïde (F(X^ ..., X^) == o) comment
se répartissent tes hyperplans H passant par o et dont l'intersection
avec V est algébrique? Nous pouvons, sans apporter de restriction
essentielle, supposer que l'équation de H est de la forme

X,=agX3+----4-aA.

L'hypothèse signifie que la série formelle

F(X,, . . . , X,)=F(aA+...+<A, X,, ..., X^)

est associée à un polynôme, c'est-à-dire qu'il existe une série for-
melle inversible G(Xg, ..., X^) telle que FG soit un polynôme.
Soit /( (resp. ^) la forme de degré ide F (resp. G) ; soit

7i(X,, .... X,)==/,(a,X3-h...-4-a,X,, X,, ..., X,)

celle de F. Pour que FG soit un polynôme de degré ̂  N, il faut et
il suffit que l'on ait gjn-^-^jn-^ -+- • • • -^n/o^0 P0" tout

n > N. Pour N < n <; N' les équations obtenues constituent un sys-
tème fini S(N, N') d'équation s linéaires en les coefficients de g y , . . , g^ ;
les coefficients de celles-ci appartiennent à K^, ..., û^j, K étant un
corps de définition de F. Pour que S(N, N') admette une solution
telle que g^= i , il faut et il suffit que certains déterminants soient
nuls, c'est-à-dire que (a) soit un zéro d'un idéal d(N, N') de
K[A^ .... A,]. Posons a(N)=Ua(N. N') (pour N fixe, les idéaux

N'>N
û(N, N') forment d'ailleurs une suite croissante). Pour qu'il existe
une série formelle G telle que FG soit un polynôme, il faut évidem-
ment que (a) soit un zéro de l'un des idéaux û(N) (ceux-ci forment
évidemment une suite décroissante).

Montrons maintenant que cette condition nécessaire est aussi
suffisante. Supposons que (a) soit zéro de l'idéal û(N). Pour tout
N' > N soit E(N') l'ensemble des polynômes g^ -+- g^ • • • -4- g^' tels que
g,=î et que gj^gj^__^... +yJ^=o pour l^^N';
l'ensemble E(N') est évidemment une variété linéaire affine, non
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vide par hypothèse. Pour tout n nous noterons p^ le projecteur de
Q[Xg, ..., X^] sur l'espace vectoriel des polynômes de degré <; n : à
un polynôme, p^ fait correspondre la somme de ses termes de
degré <n. Il est clair que, pour N'^N'. on a ^N(E(N")) cE(N'),
et que /)N-(E(N")) n'est pas vide. Lorsque, N' restant fixe, N" croît,
il est clair que les JDN(E(N")) forment une suite décroissante de
variétés linéaires affines non vides contenues dans E(N'). Comme
E(N') est de dimension finie, les p^(E(N//)) ont une intersection
non vide B(N'). Comme on a évidemment B(N') ===JDN(B(N")) pour
N" ̂  IV il existe une série formelle G telle que la somme des termes
de degré < N' de G soit élément de B(N'), ceci pour tout ]V > N.
On a alors gjn-^-'--^-9nfo=o pouf tout n > N , et FG est un
polynôme de degré ̂  N. D'où le résultat suivant :

PROPOSITION, i . — Etant donnée âne hypersarface algébroïde V,
l'ensemble E des hyperplans H tels que V n H soit algébrique est
réunion d'une famille finie ou dénombrable d'ensemble algébriques,
tous normalement algébriques sur un corps de définition de V.

En particulier, si V n H est algébrique, il en est de même de
V n H' pour toute spécialisation H' de H sur un corps de définition
deV.

Remarque. — II peut arriver que l'ensemble E ne soit pas un ensemble
algébrique. Par exemple si V a pour équation Arcsin z = (y/.r) Arcsin a?,
les plans de la forme y ==- ax qui ont avec V une intersection algébrique
sont ceux pour lesquels a == y/x est un nombre rationnel.

•y

§ 2. Application au théorème de W. L. Chow.

Nous allons maintenant voir que les résultats précédents per-
mettent de simplifier quelques détails de la démonstration du
théorème de W. L. Chow : « toute variété analytique compacte V
de Fespace projectif complexe est algébrique )) (l'idée générale en
restant inchangée) ([3]). Par applications répétées du th. i (§ i),
il nous suffira de démontrer ce résultat dans le cas où V est une
courbe puisque toute section hyperplane d'une variété analytique
compacte est une variété analytique compacte. D'autre part par
projections nous sommes ramenés au cas où V est une courbe plane.

En appliquant à ce cas le th. III (n° 3) de W. L. Chow ([3]),
nous voyons qu'il ne nous reste plus à démontrer que le résultat
suivant :
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THÉORÈME 2. — Étant donnée une courbe algébroïde plane V qui
ne soit pas branche d'une courbe algébrique, il existe, pour tout
entier N, un cycle algébrique C^ de degré n tel que l'origine soit point
d'intersection propre de multiplicité ̂  nN de V et de C^.

Soit en effet F(X, Y) == o une équation de V. Les monômes non
constants m, de degré ̂  n en X et Y sont au nombre de n(n -4- 3)/2, et
sont, dans Q[[X, Yjj , linéairement indépendants mod. F, puisque V
n'est pas branche d'une courbe algébrique. Considérons l'anneau
local o=:Q[[X, Y]]/(F) de 0 sur V. Soit q un idéal de o de lon-
gueur n(n -h- i)/2 ; ceci veut dire que o/C| est de dimension linéaire
n(n-+-i)/2 sur Q, puisque Q est le corps quotient de 0 par son
idéal maximal. Il existe alors une combinaison linéaire P des
monômes m? à coefficients non tous nuls, et telle que la classe F de
P. mod. F soit dans q ; celle-ci est non nulle par hypothèse. Alors
la longueur s de l'idéal (P) de o est supérieure à celle, n(n-{- i)/2 de
q. Or ([5], chap. n, § 2, th. 8 et 9) cette longueur s est la multipli-
cité de o considéré comme intersection de V et du cycle algébrique
de degré ̂ n qui a pour équation P(X, Y)==o. En prenant n tel
que (n -4- i)/2 ^N, le th ° est démontré.

Remarque. — Notre th. a est, sans la restriction que le corps de base
soit celui des nombres complexes, un cas particulier du th. IV, n° l\ de
W. L. Chow ([3J). Nous allons déduire de là le cas général.

Prenons d'abord pour V une courbe qui ne soit pas branche
d'une courbe algébrique, et située dans un espace de dimension
quelconque. Il existe alors une projection plane V de V qui n'est
pas branche d'une courbe algébrique. Pour tout N il existe alors un
cycle algébrique plan G' de degré n tel que 1(0 ; V . C') ̂ ^iN. Soit G
l'hypercylindre projetant G'. En vertu de Informuléde projection ([2],
II, th. 5) on a i (o ; V. C)=:i(o; V . C ^ . f C ' : G]. Comme G est de
degré n, ceci démontre le th. [\ de W. L. Chow dans le cas d'une
courbe.

Soit enfin V une variété de dimension d de E", qui ne soit pas
nappe d'une variété algébrique. Il existe alors, par applications
répétées du th. i (§ i) une variété linéaire L de dimension n — d-t- i
telle que V = = V . L soit un cycle de dimension i qui ne fait pas
partie d'un cycle algébrique ; on peut, par exemple, prendre L géné-
rique sur un corps de définition de V. Pour un entier N donné, soit C7

une hypersurface algébrique de degré m telle que i(0 ; C'. V) ̂  mN.
D'après Informulé d'associativité des intersections ([2], II. th. 6) on
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a G'. V = G'. (L. V) == (C'. L) . V. On prend alors pour G le cycle
algébrique G ' . L, qui est de dimension n-d et de degré m, et on a
i(0;C.V)>mN. CQFD.

On remarquera que la dernière partie de ce raisonnement correspond
au lemme 4» n° 4 de [3].

§ 3. — Un théorème sur les intersections complètes.

Dans la théorie des composantes singulières d'intersection ([5],
chap. vi; [6]; [7]) nous nous sommes, par nécessité, bornés aux
cycles X d'une variété algébrique ambiante A qui, au voisinage
d'une sous-variété N de A, sont intersections complètes (ou sous
multiples d'intersections complètes) de A et d'un cycle algébrique X^
de l'espace affine (ceci veut dire que X — A . X ^ se compose de
variétés ne contenant pas N ; nous écrirons ceci "X=A . X^ en N").
Étant donné ([2]) que la théorie des intersections des variétés algé-
broïdes est parallèle à celle des variétés algébriques, on pourrait
penser à élargir quelque peu les conditions de validité de notre
théorie des composantes singulières en supposant seulement que,
localement en N, le cycle algébrique X est intersection complète de
A et d'un cycle algébroïde X^ de l'espace. Cependant on a le résultat
partiel suivant, qui laisse penser que cette généralisation pourrait
n'être qu'illusoire :

THÉORÈME 3. — Soient A une variété algébrique, N une sous-variété
de A, et X un diviseur algébrique de A dont les composantes passant
par N sont simples sur A. S'il existe un diviseur algébroïde X^ de
l'espace tel que X=A.X^ en N, il existe aussi un diviseur algé-
brique \.[ tel que X = A. Xt en N.

Ce résultat n'a d'intérêt que si N est singulière sur A ; sinon il est
trivial, tout cycle de A étant intersection complète au voisinage d'une
sous-variété simple.

Nous noterons o l'anneau local de N sur A, & son complété, et
a?çô la classe dans ô du premier membre d'une équation du diviseur
\. Posons X^.A^Si^ (en N), où les V\. sont des sous-variétés
algébriques de A passant par N ; soit p, l'idéal premier de V» dans o ;
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d'après l'hypothèse sur la simplicité deVJ'anneau de fractions o^ est
un anneau de valuation discrète. Soient p^- les idéaux premiers de
0^, et V^ les variétés algébroïdes correspondantes ; on a, au
sens des cycles algébroïdes, V\=:^Vij ([2], III, p. 65). Comme
0^ est un anneau de valuation discrète, il en est de même de
0^,j en vertu de la formule de transition ([5], chap. II, § 4) ; donc
les seuls idéaux primaires pour p^ sont ses puissances symboliques,
Ainsi l'hypothèse que X est intersection complète en N signifie que
les composantes primaires isolées de ex sont les ^n(). Nous poserons
0 == F ^ p^O ; alors 6a?=Clnb , b étant l'intersection des compe-

n-
santes immergées de ex.

Comme l'idéal y^ de 0 est équidimensionnel, 0/p^ est un anneau
à noyau ([51, chap. n, § A), et Op^ n'a pas de composantes immer-
gées ([2], I, lemme 9, p. 9). Or ses composantes isolées sont les
p .̂? en vertu de la formule de transition ([5j, loc. cit.). On a donc
Op^ == F 1 ̂ n(). En vertu d'un théorème sur les intersections

j
d'idéaux (que nous démontrerons en appendice) on en déduit
û == (r^\ P '̂A 0==tô (cf. [9], lemme 8), en posant tzrrr^p^0.

Pour prouver le th. 3, il nous suffira de montrer qu'il existe un
idéal principal oa de 0 dont les p^ sont les composantes isolées.

Lorsque QX n'a pas de composantes immergées, la démonstration
de ce point est facile. On a ~çx == rb, et on montre que r lui-même est
un idéal principal. Soit en effet (a,, ..., us) un système de générateurs de
r ; on a, par hypothèse x ==-• SA^^iÇb) et a, == CiX(c^Q) ; d'où
(i — Si-cA-)̂  === o ; alors i — SiC,^ est élément de l'idéal maximal in de o »
ceci implique que l'un au moins des termes cfti soit en dehors de m, et,
a fortiori, que Fun Ci des c; soit inversible; on a donc çx === ocii, d-'où
r==oai . L'hypothèse que QX n'a pas de composantes immergées est
vérifiée, en particulier, lorsque o est un anneau d'intégrité intégralement
clos ; or ceci a lieu lorsque la variété A est normale en N, d'après un
résultat que nous a communiqué M. 0. Zariski et qui se trouve démontré
dans le mémoire suivant.

Pour démontrer l'existence de l'idéal principal Oa dans le cas
général, nous introduirons la notion suivante : étant donné un
élément y d'un anneau local 0, nous appellerons degré de y , et nous
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noterons rf(y), la multiplicité ^(o/Oy) de l'anneau local quotient o/Oy
([5], chap. n, § 2) ; le degré de y ne change pas si on remplace 0
par son complété. Remarquons d'abord que l'on a la formule

<o/r)=L<o/^=SA^(N ;V,) (i)
où m(N ; V,) désigne la multiplicité de N sur V^ ([5], chap. v, th. 3) ;
nous noterons l'entier de la formule (i) m(N ; X) (cest la « multi-
plicité » de N sur le cycle X). En effet r==r""^p^ est un idéal

i
équidimensionnel, et 0 est un apneau local géométrique ; il suffit
alors d'appliquer la formule ( i) ([2],!, p. i3), en se souvenant que
la multiplicité d'un anneau local est égale à celle d'un système de
paramètres « suffisamment général )> de celui-ci ([5], chap. n, § 2,
th. 5)

D'autre part nous démontrerons (lemme i) que l'on a

e(6/t) == e(o/0a?) = d(x),

et aussi (lemme 2) qu'il existe une suite (a^) d'éléments de ï, tendant
vers x au sens de la topologie naturelle de l'anneau local 6, et telle
que d(a^) ̂  d{x) pour n assez grand. Soit alors U^ un diviseur algé-
brique de l'espace dont le premier membre de l'équation admette a^
pour classe dans o ; comme a^ï == F""̂  p^, le diviseur A . U ^ est,

i
en N, de la forme X-h- Y, où Y est un diviseur positif. Si 8 est l'in-
tersection des composantes isolées de Oa,p on a d(a^) == e(o/8) d'après
le lemme i, et e(o/â)=m(N ;X-+-Y) d'après l'analogue de la for-
mule (i). Mais, comme d(a^) ̂  d(x), on en déduit

m ( N ; X + Y ) < m ( N î X ) ,

ce qui implique Y== 0 en N, et que le diviseur X est découpé par
U^ sur A. Il ne nous reste plus donc qu'à démontrer les lemmes
annoncés.

LEMME i . — Soient 0 un anneau local, a un idéal de dimension f de
0, et b un idéal de dimension s > r de 0. A/ors les anneaux locaux
0/0, 0/ûb, et o/a n b ont même multiplicité.

Comme ab c a n b eu , il nous suffit de démontrer l'égalité des
multiplicités de 0/d et de 0/Clb. Soit m l'idéal maximal de 0. Prenons
un élément x de 0, superficiel par rapport à îîl, de classes superfi-
cielles par rapport à m/a et m/db ([5], chap. 11, § i), et tel que
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d-h-Oa* et b-4-0a? soient de dimensions r— i et s— i. On a alors
([5],chap.n,§2) e(o/a)==e(o/(a-t-0a*)) et e(o/ûb)=e(o/(ab+0a1)).
Comme (a -4- Oa*)(b -h Oa?) c ab -t- Oa? c a -I- Oa*, il nous suffira de
démontrer le lemme pour û -4- Gx et b -h- Oa?, c'est-à-dire pour des
idéaux de dimensions r— i et s— i. Par applications successives
de ceci, on est ramené au cas où b est de dimension o, c'est-à-dire
est un idéal q primaire pour in, et où d est de dimension > o.

Il existe alors un exposant r tel que ûCp Cl n q'' ([8], chap. m,
lemme 3, p. ^7)» donc un exposant u tel que ûCpanni". Il suffira
donc de montrer que l'on a e(o/ft) == e(o/û n tïï")). Or, pour n^u,
on a (a n m")-4-m" == (a-h m") n m" ; donc (a-^-mu)/(a-hm^) est
isomorphe à mu/((a-^-mn) n m^r^mV^a n m") -4- m"). Ainsi, à une
constante additive k près (/<;= longueur (v^/Çû -4-111°)), les longueurs
des modules O/^a-f-m") et o/((a n m")-+-m") sont égales. Donc,
pour n>u , on a Pni/o(^)==Pm/(anm")(^)-t-A ([5], chap. i, §5).
Comme Pm/a(^) est un polynôme de degré > i pour n assez grand
par hypothèse, il en résulte que les deux polynômes ci-dessus ont
même coefficient dominant. CQFD.

LEMME 2. — Soient 0 un anneau local, 6 son complété, x un élé-
ment de 6, et r un idéal de 0 tel que a*çot. Alors pour toute suite (a^)
d'éléments de f tels que lim. a^=a?, on a d(a^)^dÇx) pour n assez
grand.

Soit en effet F(m)=S(mft/mn" l) l'anneau de formes de l'idéal

maximal ni de ô ([5]» chap. i, § 5). Alors les anneaux de formes
F(tR/oa?) et F(nï/oa,) sont canoniquement isomorphes à des anneaux
quotients F(m)/t) et F(m)/t), de F(m), t) (resp. t),) étant l'idéal de
F(ni) engendré par les formes initiales des éléments de ex (resp. oa,)
([5], chap. n, § 3). Or t) est engendré par un nombre fini d'éléments
C/P •••»./})' fi ^tant 1e1 forme initiale de ZyC ; soit ^ le degré de fi ;
prenons pour s un entier supérieur à i-hmax. n^ II existe par
hypothèse un élément a^çx tel que x — a^ïïi5 ; soient &, des éléments
deo tels que ^—b^W pour tout i. On a alors

ZiX — bfls = x(Zi — bi) -+- bi(x — a^eSi5.

Donc, comme s > n^ les éléments z^x et 6,0, ont même forme initiale
fi dans F(Bi). Ceci montre que l'on a t>c^, donc que l'on a l'iné-
galité Prn/oa^) ̂ - Pm/i?a,(^) entre les polynômes caractéristiques des
idéaux maximaux m/Oa* et m/Oa,. En comparant leurs termes de
plus haut degré, on en déduit d(x) > d(a,). CQFD.
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APPENDICE

Intersections (Rideaux dans un anneau local
et dans son complété.

Soient o un anneau local, et 6 son complété. Rappelons les pro-
priétés suivantes :

1) Tout idéal a de 0 est fermé. L'adhérence de a dans o est 06.
On a 00 n 0=0 ([i]).

2) Si ô est un anneau local complet d'idéal maximal in, et si (oj
est une suite descendante d'idéaux de o dont l'intersection se réduit
à (0), on a O^îR^0 où s(n) augmente indéfiniment avec n ( f i l ,
lemma 7, p. 696).

Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant :

THÉORÈME 4. — Soient o et b deux idéaux d'un anneau local o, et
0 le complété de o ; on a alors 00 n b6= (o n b)ô.

Nous traiterons d'abord le cas où 0 est un idéal principal oa (cf.
[9], lemma i) ; alors o6==6a. Remarquons que l'on a

fia n ob = (Ob : Oa)a, et o(oa n b) = o(b : Oa)a.

Nous sommes ainsi ramenés à montrer que l'on a (ob : Ott) == o(b : Oa).
Or l'inclusion o(b : Oa) c (ob : Oa) est évidente. Pour démontrer l'in-
clusion inverse soit «zç(ob : Oa) ; comme 0 est dense dans o, on peut
écrire z=x^^-m^ où a^ço et m^W ; ainsi (a;n-hm^açob, d'où
a^açob -(- OUTa = o(b -h îî^a) ; comme a^aço, on a, en vertu de i),
a^açb -h- n^a ; on peut donc écrire (x^ -+- m^)açb où m^m" ; comme z
est aussi limite de la suite (x^-\-m'^, dont chaque terme appartient
à (b : Oa) x est adhérent à (b '. Oa), et, en vertu de i), appartient à
O(b:0a).

Avant de passer au cas où A est un idéal quelconque, nous démon-
trerons le lemme suivant :

LEMME. — Les notations étant celtes du th. ^, et si aço, on a
(b-^m" : Oa)c(b : OûO-hîn^ où s(n) augmente indéfiniment avec n.

Comme b est intersection des idéaux b-t-tti" (en vertu de i)),
l'intersection des idéaux (b -htti" : Oa) est (b : Oa). De même l'inter-
section des idéaux (o(b -t- Hl") : Oa) est (ob : Oa), qui est égal'à o(b : Oa)
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comme on vient de le voir. Comme l'anneau o/o(b : Où) est complet,
on peut lui appliquer a), ce qui montre que l'on a

(o(b -+- m") : oa) c (ob : oa) -p m^
ou sÇn) augmente indéfiniment avec n. D'après ce qu'on a vu, ceci
s'écrit (^(b-htti") : Oa) co(b : OûO-t-m500. On en conclut que

((b -h m") : oa) c (o((b : oa) -4- m^)) n o = (b : oa) -4- m^
ce qui démontre le lemme.

Revenons enfin au cas général du th. 4. On a évidemment

00 n ob = r̂ | (oa n ob) ( i )
a6oA

Comme a€0rt, on a a==lim. a^ où a^a, avec a==a^-+-m^ où m^m".
Si ye(ob : ôa), on a yaçob, donc ya^ob -4- m",

et yç(ob -4- m") : oa^ = o((b -+- m") : oa^) c o((b : oa^) -h m^)
en vertu du lemme. Nous en déduisons (ob : Oa) co((b : Oa^-4-m^^),
et, comme a — a^çnT1 et oa n ob==(ob : oa)a,

ob n oa c (o(b : oa») -}- m^)^ -i- m") ;
en supposant, ce qui est permis, que l'on a n ̂ s(n), ce dernier idéal
est contenu dans o(b : Oa^ -h m^ =• ((ob n oa,) -h- m^). Mais,
comme a^a, on a b n oa, c b n a. Par conséquent

oa n ob c o(b n a) ~h- m .̂
Comme sÇn) augmente indéfiniment avec n, on en déduit

Oa n ob c o(b n a).

En vertu de (i), on a alors Sa n ob c o(a n b). et le th. 4 est démontré
puisque l'inclusion inverse est triviale,
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